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Abstract

Currently the Environmental concerns assume a great importance for global population, which has

developed a global conscience that seeks for answers and solutions to the energy needs.

This fact contributes for aeronautical propulsion industry evolution, which proceed to increase the
engines efficiency, reducing its flight fuel consumption. Some implemented solutions emerged in new ma-
terials development, such as the composite materials. These materials allow the global weight reduction

by a structural aircraft optimization.

Industrial development in this field became possible by investigators hard work through last years.
Those studies disclose that the mechanical behavior of a fiber-reinforced composite material is strongly
dependent of reinforcement directions. This makes necessary an extremely oriented product conception
to satisfy the particular requirements and applications, taking advantage of structural optimization of

these materials.

By the circumstance, the present work consists of the development of three finite element models
based in high order shear deformation theory (HSDT) that are applied to the static and dynamic
analysis of laminated composite beams. The developed models are based on Loja (1995) proposals and
they consider the mathematical formularization presented by Correia (2001). Fifteen case studies of
different loads and boundary conditions are presented. Matlab was the calculus software tool adopted,

in consonance with its great academic relevance.

It is in this framework that in this thesis we conclude that the high order shear deformation theory
(HSDT) is the one with the most accurate and coherent results on studying multi-laminated thick

beams, considering the bibliographic results.

For thin beams study, the Mindlin-Timoshenko and Euler-Bernoulli theories have a very good cal-

culus time versus results accuracy relation.



Resumo

Neste inicio de milénio as preocupagoes ambientais assumem grande importancia para a populagao
mundial, pelo que se desenvolveu uma consciéncia global que constantemente anseia por respostas jus-

tificativas e por novas solucoes energéticas para todas as industrias.

Este facto tem contribuindo para a evolucao da industria de propulsao aeronautica, que se viu
obrigada a aumentar a eficiéncia dos motores e a reduzir o seu consumo de combustivel por hora de voo.
Algumas solugoes implementadas residem no desenvolvimento de novos materiais, tais como os materiais
compositos. Estes materiais permitem reduzir o peso global da aeronave, através da sua optimizagao

estrutural.

Este desenvolvimento industrial s6 foi possivel devido ao trabalho de investigadores ao longo dos
dltimos anos. Os seus estudos revelam que o comportamento mecénico de um composito laminado
reforcado com fibras é fortemente dependente das direcgoes das fibras de reforgo, pelo que uma estru-
tura laminada tem de ser projectada de forma a satisfazer os requisitos particulares de cada aplicagao

concreta, com vista a obtengao das maximas vantagens estruturais destes materiais.

Atendendo a esta circunstancia o presente trabalho consiste no desenvolvimento de trés modelos de
elementos finitos, baseados na teoria de deformagao de corte de alta ordem, HSDT, aplicados & anélise
estatica e dindmica de vigas laminadas compositas. Os modelos desenvolvidos sdo baseados nos modelos
propostos por Loja (1995) e sdo abordados de acordo com a formulacdo matematica apresentada por
Correia (2001). Foram estudados quinze casos de vigas sujeitas a diferentes constrangimentos e cargas.

Atendendo a formacao académica leccionada no IST, a ferramenta de calculo utilizada é o Matlab.

Pela anélise dos casos estudados podemos concluir que é o modelo da teoria transversal de corte
de alta ordem que apresenta os resultados mais proximos dos encontrados na bibliografia consultada,

respeitante a deformagao de vigas multilaminadas espessas sujeitas a constrangimentos.

Para vigas nao espessas os modelos assentes nas teorias de Mindlin- Timoshenko e de Euler-Bernoulli
apresentam solucgoes proximas das que encontramos na bibliografia consultada e exigem menor tempo

de céalculo.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao e Enquadramento

Neste inicio de milénio as preocupagoes ambientais assumem grande importancia para a populagao
mundial, em parte devido & proactividade manifestada por diversos lideres politicos nos principais
centros administrativos mundiais, mas também devido a um aumento de sinistralidades causadas pela
elevada frequéncia de fenomenos catastroficos naturais, que se acredita ter origem na progressao do

efeito de estufa.

Deste modo foi-se desenvolvendo uma consciéncia global que constantemente anseia por respostas
justificativas e por novas solugoes energéticas. Face a estes novos desafios a industria vé-se forcada a
reordenar as suas prioridades, redireccionando os seus esforgos no sentido de produzir uma tecnologia
"limpa e verde". Assim sendo, por todo o mundo se multiplicam os esforgos pela procura constante da

optimizacao de metodologias, de processos e de estruturas.

O mundo aeronautico civil nao é excepgao, pois a sua principal fonte de rendimentos baseia-se na
confianca que transmite junto das populagao mundial, pelo que temos vindo a observar uma evolugao
muito significativa quer nos processos de implantacao das fabricas, quer nos processos de construgao,

quer nas proprias aeronaves construidas.

Estudos probabilisticos demonstram que o aviao continua a ser o meio de transporte mais seguro do
mundo, mas que é também o mais poluente. A industria de propulsao aeronautica evoluiu muito nos
ultimos anos no sentido de aumentar a eficiéncia dos motores, mas tem estado limitada por fenémenos
termodinamicos e por limitagoes termodindmicas dos materiais como por exemplo a temperatura max-
ima permitida nas pas das turbinas. Torna-se pois evidente que é necessério abordar o problema do
equilibrio ambiental por varias perspectivas, entre elas a de redugao do consumo de combustivel por

hora de voo.

Hoje pensamos que a forma mais eficaz para reduzir o consumo é reduzir o peso global da aeronave,
através da sua optimizagao estrutural. Neste campo os materiais compo6sitos sao o elemento chave por
exceléncia, pois permitem manter a mesma resisténcia estrutural mas com uma significativa redugao de
peso, que se propaga ao peso global da estrutura, transmitindo-se numa aeronave de menor consumo e

por conseguinte mais "verde e amiga do ambiente".

O uso de materiais compositos na aviagao pelos principais fabricantes é cada vez mais uma realidade
e como prova disso temos o recente modelo da Airbus A380 com cerca de 30% de materiais compositos
e o recente modelo da Boing 787 com cerca de 50%, este dltimo famoso pelo seu baixo consumo de

combustivel.



No entanto todo este desenvolvimento industrial nao teria sido possivel sem uma vasta investigagao
conduzida por investigadores ao longo dos tltimos anos, de modo a munirem o mundo com as ferramentas

necessarias para produzirem e compreenderem esta tecnologia.

Os seus estudos revelam que o comportamento mecanico de um compoésito laminado reforgado com
fibras é fortemente dependente das direccoes das fibras de reforco. Por esta razao uma estrutura laminada
tem de ser projectada de forma a satisfazer os requisitos particulares de cada aplicagao concreta, com

vista a obtengao das maximas vantagens estruturais destes materiais.

E pois fundamental munir o projectista de ferramentas de projecto estrutural, tais como modelos
numéricos adequados a modelagao deste tipo de estruturas, para que o mesmo possa fazer analises

estaticas e dindmicas durante o processo de maximizacao de desempenho estrutural.

Atendendo a esta necessidade, desenvolvemos um estudo na érea de vigas compositas laminadas,
baseado na teoria de corte de alta ordem, que por ser uma teoria refinada nao carece da utilizacao de

factores artificiais de correcgao de corte.

1.2 Objectivos

Face & necessidade de conhecer e de prever o comportamento estatico e dindmico de vigas compositas
laminadas, o primeiro objectivo deste trabalho, consiste no desenvolvimento de um conjunto de modelos
discretos de elementos finitos, baseados na teoria de deformacao de alta ordem, aplicados & anélise deste

tipo de estruturas.

Os modelos desenvolvidos sdo baseados nos modelos propostos por Loja(1995) e sdo abordados de

acordo com a formula¢do matemética apresentada por Correia(2001).

Atendendo & formacao académica leccionada no IST, a ferramenta de calculo utilizada é o Matlab.
Gragcas a esta ferramenta podemos tirar partido de um vasto conjunto de ferramentas de interface com o
utilizador, disponiveis nesta linguagem, no sentido de optimizar a qualidade do tempo de investigagao.

Assim sendo, um segundo objectivo deste trabalho é identificar as potencialidades desta ferramenta.

Finalmente o terceiro objectivo deste trabalho é desenvolver competéncias, em relagao a problemas

estaticos e dindmicos na area de materiais compésitos laminados.

1.3 Estrutura do Estudo

No presente trabalho foi adoptada a seguinte estrutura:

No capitulo um identificAmos a pertinéncia do estudo, os objectivos e a estrutura da dissertacao.
No segundo capitulo apresenta-se uma pesquisa bibliografica efectuada até a data da conclusao deste
trabalho, considerando analise estatica e dindmica de estruturas compositas laminadas de diferentes

seccoes.

No terceiro capitulo sao apresentados os campos de deslocamento e de deformacoes, bem como as relagoes
constitutivas referentes a cada um dos modelos. Inicialmente consideramos o campo de deslocamentos
correspondente ao modelo de corte de alta ordem e através de sucessivas simplificacbes vamos obtendo

os outros modelos.

No quarto capitulo obtém-se as relacoes necessarias ao calculo das tensoes interlaminares, a partir das



equagoes de equilibrio. Esta avaliagao é necesséria porque o fenémeno de delaminagem é favorecido pela

existéncia de tensoes interlaminares.

No quinto capitulo apresenta-se o principio variacional considerado, bem como as energias e o trabalho

das forcas exteriores necessarios a aplicacao desse principio.

No sexto capitulo apresentamos a formulagao de elementos finitos dos diferentes modelos, as respectivas

fungoes interpoladoras e matrizes de rigidez.

No sétimo capitulo apresentamos os principais resultados obtidos para diversas aplicagdoes numéricas. Os
mesmos estao subdivididos em dois grupos. Primeiro apresentamos os resultados das analises estaticas e
depois os resultados de analises dindmicas. Os comentéarios considerados oportunos para cada resultado

sao também apresentados.

No oitavo capitulo defendemos as principais conclusoes do nosso estudo e apresentamos algumas pro-

postas para desenvolvimentos futuros.

O trabalho termina com as referéncias bibliograficas e Anexo A com a listagem do cédigo desenvolvido.



Capitulo 2
Pesquisa Bibliografica

Um factor fundamental para o desenvolvimento de bons modelos de anélise de estruturas laminadas em
materiais compdsitos, consiste na escolha de teoria mais adequada. Obviamente, a escolha é determinada
pelo problema estrutural em causa. Assim se o objectivo é o estudo da resposta global da estrutura,
i.e. deslocamentos maximos, frequéncias naturais ou cargas criticas de instabilidade, podem ser usadas,
com alguma vantagem computacional, as teorias que descrevem o laminado com uma lamina tnica
equivalente. Mas se o objectivo é o estudo de tensoes interlaminares ou a modelacao de fend6menos como

a delaminagao, entao as teorias multilamina sao mais adequadas.

O desenvolvimento de modelos refinados vocacionados para a analise de laminados compositos tem
sido objecto da atengao de muitos investigadores nos ultimos anos, sendo que actualmente existe um
volume razoavel de estudos de analise estatica e dindmica, em vigas de secgao rectangular, o que nao se

verifica para outros perfis.

Fizemos uma pesquisa bibliografica recorrendo & leitura de trabalhos académicos que sistemati-
zaram essa pesquisa bibliografica relevante(no periodo até 1995 apoiamo-nos fundamentalmente em
Loja(1995).De 1995 a 2000 recorremos a Franco(2001) e recorrendo & B-on, Biblioteca online, para o

periodo mais recente.

Seguidamente, sao mencionadas por ordem cronologica, as referéncias bibliograficas de investigadores
que consideramos mais importantes, relacionadas com o desenvolvimento de estudos comparativos de
modelos analiticos ou de elementos finitos utilizados na analise de estruturas compositas laminadas, em

problemas estaticos e de vibragoes livres:

Krajcinovic (1972), através de generalizagao da teoria classica de vigas validada para cada lamina e néo
para a seccao com um todo, apresenta uma teoria para vigas laminadas e "sandwich", sujeitas a cargas

estaticas.

DiTaranto (1973), apresenta a equacado diferencial e condi¢oes de fronteira para uma viga com trés ca-
madas, tendo a do meio a fungao de suportar as forgas de corte. Para atingir a solugao foi utilizado um

método variacional.

Rao (1976), mostra que em vigas assimétricas, com camada central de grande espessura ou rigidez, os

efeitos de flexao e extensao da mesma nao podem ser ignorados.

Teh & Huang (1980), verificam que a influéncia da orientacao das fibras, é mais significativa para pe-

quenos angulos, podendo os modos mudar rapidamente com um pequeno aumento desse angulo. Para



tal realizaram um estudo sobre a interligagao entre a flexao e a torgao de vigas ortotropicas.

Bauchau (1985), apresenta uma teoria obtida por métodos variacionais, baseada no pressuposto de que
cada seccao ¢ infinitamente rigida no seu plano mas livre de sofrer distor¢ao fora do seu plano. O

exemplo considerado representa uma viga rectangular de parede fina.

Bicos & Springer (1986), apresentam o projecto preliminar de uma viga de secgao rectangular unicelular

em material composito. Estudam também a relagio resisténcia/peso para uma viga encastrada-livre.

Bank(1987), apresenta um método para calcular o coeficiente de corte na viga Timoshenko, para vigas
compodsitas de secgao unicelular, rectangular, em I e em T. Realiza comparagoes com a formulagao de
Cowper(1966) para vigas anisotropicas e indica uma distribuicao de camadas para optimizacao do com-

portamento estatico e dindmico.

Bauchau & Hong(1988), apresentam uma formulacao para materiais compositos, considerando os efeitos
de deformagao de corte transversal e de empenamento devido & torcao e ao acoplamento elastico. Sao

realizadas comparacoes com dados experimentais para uma viga de aluminio.

Bank & Bednarczyk (1988), utilizando uma modificagao da viga Timoshenko, consideram a deformagao
de corte e apresentam uma teoria para as propriedades elasticas de uma viga em compésito unicelular.

Realizam ainda estudos para os diferentes empilhamentos e respectiva deformada.

Mujumdar & Suryanarayan(1988), estudam o efeito da delaminagem nas frequéncias naturais de estru-
turas do tipo vigas laminadas. A viga é considerada em quatro regioes, sendo cada uma delas analisada
como uma viga de Euler. As vibragoes sdo analisadas quando os dois segmentos da mesma regido de-

laminada sao constrangidos e sofrem a mesma deformacao transversal.

Bank & Melehan (1989), dando sequéncia ao trabalho de Bank (1987), implementam alteragdes ao
método que o mesmo desenvolveu, de modo a poderem considerar os efeitos de Poisson. Realizaram
analises em vigas bicelulares e tricelulares, no sentido de estudar o efeito variagao das suas propriedades

no coeficiente de corte e deslocamentos devidos ao corte.

Tracy & Pardoen (1989), medem o comprimento da fenda de delaminagem através da analise modal
experimental obtida para as primeiras quatro frequéncias de provetes simplesmente apoiados. Os resul-

tados obtidos sao confirmados por elementos finitos.

Chandrashekhara et al (1990), apresentam as solugoes exactas para a vibragao livre de vigas simétricas
em material composito laminado. A teoria utilizada é a de corte de primeira ordem e é considerada

também a inércia de rotagao. Exemplos considerando a anisotropia sao apresentados.

Suzuki (1990), realiza a analise estética e dinAmica de uma viga de trés camadas sujeita a cargas de
impacto. RelagOes entre as dimensoes, as propriedades mecénicas da viga e entre as tensoes de corte na

fronteira sao estudadas.

Kant & Manjunatha (1990), com base num conjunto de modelos de ordem superior apresentam um
elemento finito isoparamétrico de classe C°, permitindo assim considerar um carregamento sinusoidal

em vigas compo6sitas multilaminadas.



Yuan & Miller (1990), apresentam um modelo de elemento finito para vigas com elevado ntimero de
graus de liberdade, permitindo as seccOes transversais de cada lamina deformarem de forma cubica ao
longo da espessura, nao necessitando de mais graus de liberdade para além dos necessarios para uma

camada.

Bank (1990), realiza modificagdes a teoria de vigas, de modo a poder descrever a combinagao de flexdo-
torgao, para perfis abertos de paredes finas, perfis I e T, construidas em compdsitos anisotrépicos,

sujeitos a flexao pura e a carregamento transversal.

Corvi(1990), baseado na mecanica de compositos e no método de elementos finitos, apresenta um al-
goritmo para microcomputador, visando o projecto preliminar de vigas em materiais compositos, con-
siderando os coeficientes de correcgao de corte para secgOes transversais de paredes finas, rectangular

unicelular, I e T.

Mukhopadhyay & Sierakowski (1990), apresentam a evolugao de vérios coeficientes de rigidez e de outros
parametros relevantes, considerando a acgao mecénica e a ac¢ao higrotérmica a que uma viga, simples-

mente apoiada pode estar sujeita.

Davidson (1990),apresenta um estudo analisando o crescimento da forma de fenda de delaminagem,

assim como da distribuicao da taxa de libertagdo de energia ao longo da frente da mesma.

Sankar (1991), apresenta um elemento de viga admitindo deformagéo de corte, com nos acima e abaixo

da zona de delaminagem. Para tal considerou a viga como dois sub-laminados.

Oral (1991), apresenta um elemento finito para vigas simétricas em material composito, e sec¢do linear-
mente variavel. O elemento tem trés nos e dezoito graus de liberdade, sendo a variagao do angulo de

corte linear. Permite flexdao nos dois planos e ainda torcao e extensao.

Bhimaraddi & Chandrashekhara (1991), através da redugdo sistematica das relagoes constitutivas do
corpo tridimensional anisotrépico obtém a modelacao de vigas laminadas. As equagoes basicas da teo-
ria de vigas correspondem a uma teoria de deformagao de corte parabolico. Resultados numéricos de

frequéncias naturais e de cargas criticas sao apresentados.

Smith & Bank (1992), apresentam uma verificacdo experimental de uma teoria de vigas modificada.

Obtém resultados experimentais para deslocamentos transversais e laterais.

Qatu (1992), através de um método variacional obtém um conjunto de equagoes para anéalise de vibragoes
livres ou forgadas de vigas laminadas compositas, de pequena curvatura. A ortotropia e diferentes em-

pilhamentos sao considerados.

Wisniewski & Schrefler (1993), formularam um elemento multicamada hierdrquico com base nos ele-
mentos de viga Timoshenko. Para tal utilizaram uma expansao em série de Taylor dos deslocamentos

em vigas encastradas-livres. Casos isotropicos e ortotropicos também foram considerados.

Puspita et al (1993), apresentam um método analitico de célculo de propriedades homogéneas e tensoes

numa viga composita.



Silva et al (1993), estudam de forma numeérica, analitica e experimental o comportamento mecanico de

vigas T sujeitas a cargas elevadas. O critério de falha utilizado foi o Tsai-Wu.

Manjunatha & Kant (1993), utilizando elementos C°, apresentam um conjunto de teorias de ordem
superior para anélise de vigas em compositos e "sandwich". Atendendo & variagao nao linear de deslo-
camentos ao longo da espessura que estes modelos ja permitem considerar, o factor de correc¢ao de corte
arbitrario é eliminado. O algoritmo desenvolvido prevé o calculo mais realista das tensoes interlaminares

a partir das equagoes de equilibrio.

Pereira et al (1993), apresentam um estudo que expoe a relagdo entre a taxa de libertagao de energia

critica e a sequéncia de empilhamento.

Aristizabal-Ochoa (1993), apresenta um algoritmo para avaliacdo da resposta estatica e dindmica de
vigas e colunas nao-prismaticas. O mesmo mostra que a analise estatica, dindmica e de instabilidade de
estruturas reticuladas com elementos prismaticos esta relacionada com a determinagao dos coeficientes

de rigidez.

Liao (1993), desenvolve um método generalizado para o projecto e vigas de sec¢ao transversal circular
em vibracao a flexao. A rigidez das vigas, encastradas-livres, pode ser aumentada se a parte encastrada
for feita de um material de elevado modulo de elasticidade e a restante parte for de um material de

baixa densidade.

Rykards (1993), desenvolve super-elementos viga "sandwich"em compoésitos com camadas visco-elasticas
para anélise de vibragdes com e sem amortecimento. Sao apresentados exemplos teste e comparados

com outros autores.

Tripathy et al (1994), estudam a flexdo de vigas rectangulares uni e bicelulares multilaminadas com-

positas, comparando os resultados com um programa comercial.

Mukherjee & Menghani (1994), desenvolvem um elemento para vigas que se pode conformar a superficies
curvas, pois utiliza fungbes de forma quadraticas isopararamétricas. Realizam-se testes comparativos

entre esta teoria e de corte de primeira ordem.

Morton & Webber (1994), desenvolvem um procedimento de optimizagao para obtengao de area minima
de seccao transversal de uma viga compoésita em I, simplesmente apoiada, tendo como constrangimentos

a falha estrutural, instabilidade local e deslocamento a meio vao.

Abramovich (1994), estuda a instabilidade devido a acgbes térmicas em vigas laminadas compositas,
utilizando um teoria de deformacao de corte de primeira ordem. Considera varias condigoes fronteira,
varios materiais: kevlar-epoxy, carbono-epoxy e vidro-epoxy, varios empilhamentos e diferentes coefi-

cientes de esbeltez.

Wisnom (1994), compara respostas de instabilidade de provetes encastrados obtidas experimentalmente

com respostas obtidas por analise de elementos finitos considerando grandes deslocamentos.

Davalos et al (1994), considerando deformagao de corte por camada constante, apresentam o respectivo



elemento de viga unidimensional. Esta formulacao permite o calculo preciso das tensoes normais e de
corte transversal em cada camada e é equivalente a uma teoria de deformacao de corte e primeira ordem

em cada camada.

Bardell & Gange (1994), defendem um método para o estudo de vigas simétricas, de trés camadas em

que o nicleo tem como fungao suportar os efeitos de corte. Sao apresentadas algumas aplicagoes.

Bhimarddi (1994), apresenta o calculo da espessura da camada da viga composita para uma dada fre-
quéncia natural, tomando a relagio espessura/comprimento como parametro. Diferentes empilhamentos

sao considerados e materiais sao considerados.

Nan4si(1994), apresenta um estudo sobre as equagoes para célculo de frequéncias de vibragao para uma
vida Euler -Bernoulli uniforme, a partir de expressoes de frequéncia mais simples, correspondentes as

condigoes fronteira mais classicas.

Dipak & Sinha (1994), com base numa teoria de deformagao de corte de ordem superior e de primeira
ordem desenvolveram um método de elementos finitos que permite analisar com precisao o comporta-

mento dindmico e de flexdo de vigas laminadas compoésitas.

Frostig & Baruch (1994), apresentam uma anélise de vibragoes em vigas, considerando efeitos de ordem
superior, atendendo & nao linearidade do ntcleo. Neste é aplicada uma teoria de elasticidade bidimen-

sional enquanto que para as faces é considerada uma teoria de ordem superior.

Adams & Maheri (1994), apresentam resultados experimentais para vigas em que utilizam as relagoes
bésicas da elasticidade para compoésitos unidirecionais, conjuntamente com um critério de amorteci-

mento para previsao do médulo de elasticidade.

Rama Mohan et al (1994), analisam criticamente elementos finitos de deslocamentos baseados na de-
scrigdo ordem superior da deformagao transversal de estruturas de Lo-Chrstensen-Wu. A validade dos

modelos é assegurada através de testes de aferigao.

Frostig & Shenharm (1995), estudam o comportamento da viga "sandwich"em situagio de flexao. As
interligacoes extensao-flexao, devido aos diferentes materiais sdo consideradas, assim como diferentes

tipos de solicitagbes e de condic¢oes fronteira. A anélise inclui efeitos de ordem superior.

Abramovich et al (1995), determinam as frequéncias exactas de vibragao de vigas laminadas e de vaos
multiplos, através do método de elementos finitos analitico. A inércia de rotacdo e a deformacao de

corte sao considerados.

Loja el al (1995), apresentam um modelo de elementos finitos para a andlise estéatica de vigas multilami-
nadas. O modelo considera deformagoes de corte transversal nao lineares, assim como a nao linearidade
do deslocamento transversal da viga. Apresentam-se alguns casos de teste onde se podem observar as
tensoes interlaminares calculadas através das equagoes de equilibrio. Apresentam-se aplicagbes compar-

ativas entre os diferentes modelos desenvolvidos e outros autores.

Altenbach & Nast (1997), apresentam vérios resultados experimentais para estruturas do tipo "sand-

wich", obtidos através de uma nova técnica experimental desenvolvida para o efeito. Foram analisadas



estruturas em favo de mel e de diferentes espessuras sujeitas a uma vasta gama de carregamentos.

Lee & Kim (1998), desenvolve um modelo analitico geral aplicavel ao comportamento dinamico de uma
viga de seccao I. o modelo apresentado ¢ baseado na teoria classica e considerando um empilhamento
arbitréario e diversas condigoes fronteira. As frequéncias naturais e os respectivos modos de vibragao sao
analisados para vigas compositas. Os resultados numéricos obtidos analisam o efeito da orientagdo das

fibras, a espessura e a influéncia das diferentes condi¢oes fronteira nos modos de vibragao.

Shi et al (1998), analisa a eficiéncia da discretizacao de vigas compésitas por elementos finitos, baseados
na HSDT. Como exemplo uma discretizagao precisa da HSDT para viga é apresentada. Os exemplos

numéricos apresentados mostram boa concordancia com os resultados obtidos.

Correia et al (2001), utilizam teorias refinadas de alta ordem para analisar o comportamento mecénico e
eléctrico de estruturas laminadas compésitas embutidas com actuadores e sensores piezoeléctricos. Ap-
resentam ainda uma técnica global de optimizagao para determinar a localizagao 6ptima dos actuadores
piezoeléctricos. De modo a demonstrar a robustez dos processos de optimizagao propostos apresentam

e discutem dois exemplos ilustrativos.

Lee & Kim (2001), estudam a vibracao livre de vigas compésitas de paredes finas. Desenvolvem um
modelo geral baseado na teoria cléssica de vigas que considera o acoplamento entre a flexao e a torgao,

para diversas condigoes fronteira. Apresentam ainda alguns exemplos numéricos.

Chen & Bian (2002), apresenta diversos exemplos numéricos, para vibragoes livres, de vigas multil-
aminadas. Os exemplos sao baseados na teoria bidimensional de elasticidade e sao comprovados por

comparagao com resultados ja publicados.

Matsunaga, H. (2002), analisa as frequéncias naturais e as cargas criticas de vigas compositas lami-
nadas tendo em consideragao os efeitos de corte transversal e de inércia. Os deslocamentos modais e as
distribuigbes de tensdo sdo obtidas e apresentadas graficamente. Os resultados numéricos obtidos sao

comparados com resultados publicados baseados em FEM.

Murthy et al (2004), desenvolvem um elemento 2-nodos, 4 DOF /nodo, baseado na HSDT para deter-
minar deformagoes de laminados simétricos de estruturas do tipo viga. O elemento tem uma matriz
de forma exacta, que é obtida nas solugoes exactas das equagoes que governam o sistema estudado,
considerando um empilhamento arbitrario. Diversas condigoes fronteira sao consideradas e é realizado

um estudo paramétrico entre a rigidez e as frequéncias naturais de vibracao do sistema considerado.

Agarwal et al (2006), utilizam uma metodologia de Elementos finitos baseada na FSDT para estudar
os efeitos geométricos nao lineares nas respostas estaticas e dindmicas de vigas compositas. O elemento
desenvolvido utiliza a solucao estatica exacta, das equacoes diferenciais que modelam o problema, para

a construgao dos polinémios interpoladores utilizados na formulacao da matriz de rigidez e de massas.
Shin, Dong Ku et al (2006), apresentam o célculo da matriz de rigidez para andlise estatica de vigas
nao simétricas laminadas de sec¢ao I. A validade do calculo é demonstrada através da comparacdo com

vérias solugdes numéricas obtidas pelo programa comercial ABAQUS.

Goyal& Kapania (2007), desenvolvem um elemento com 21 graus de liberdade, baseado na FSDT, para



estudar a resposta de estruturas compositas laminadas nao simétricas, sujeitas quer a problemas es-
taticos quer a problemas dindmicos. Um modelo preciso é utilizado para a obtengao factor de corte de

correcgao para a FSDT.

Piovan & Cortinez (2007), apresentam um modelo tedrico generalizado para analise de vigas compositas
laminadas de seccao aberta ou fechada. Neste modelo a deformacao de corte é totalmente incorporada,
sendo que é desenvolvido um elemento finito de catorze graus de liberdade para obtencao de resultados
numéricos. Sao analisados problemas de estatica, de dindmica e de instabilidade. Realizam ainda estu-

dos paramétricos demonstrando a influéncia do corte para vigas de paredes finas.

Kettil & Bradford (2007), apresentam uma ferramenta para analise do estado de tensdo e determinagao

de deformagoes, de vigas de secgao arbitraria sujeitas as seis componentes das forgas e momentos.

Ranzi, M. A. (2007), apresenta uma formulagdo para anélise de vigas compositas considerando a inter-
accao parcial do corte. Esta formulagao, na derivagao do elemento, nao utiliza aproximacgoes quer no

campo de deslocamentos quer nos campos de forgas.

Finalmente mencionamos algumas referencias bibliograficas, por ordem cronolégica, que consider-

amos relevantes para desenvolvimentos futuros:

Faria (2006), realiza uma modelac¢ao de estruturas compostas laminadas do tipo viga onde considera os
efeitos de sensores e atuadores piezoelétricos. Os conceitos fundamentais e o seu desenvolvimento teérico
sdo apresentados, seguidos de simulagoes teoricas realizadas em ambiente MATLAB para a modelagem
dessas estruturas. E empregada uma Teoria Mista baseada no uso de camada equivalente tnica. O

campo de deslocamentos é baseado na HSDT e na FSDT.

Trindade, M. A & Benjeddou ( 2006), propéem um modelo de sandwich refinado para vigas dotadas
de actuadores piezoeléctricos. O modelo mecéinico é um refinamento da teoria classica, onde o nucleo é
modelado com base na TSDT. O modelo desenvolvido é comparado com outro utilizando FSDT para

modelagao do ntcleo.

Khdeir & Aldraihem (2007), com base nas teorias de corte de alta e de primeira ordem e ainda na teo-
ria cléssica, apresentam solugoes para flexao de estruturas compoésitas com actuadores piezoeléctricos.
Vérias condigoes fronteira sdo analisadas. Analisam ainda a relacdo entre a flexdo e os angulos das

laminas das estruturas compositas.

Yulia & Haim ( 2008), investigam analitica e numericamente o comportamento estrutural de vigas
laminadas compésitas sob compressao axial utilizando camadas piezoeléctricas. E utilizado um modelo
matematico baseado na FSDT que inclui deformacoes de corte. Sao estudados varios exemplos com

diversas condigoes fronteira.
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Capitulo 3

Apresentacao dos Modelos Teoéricos
para a Analise Estatica e Dinamica de

Vigas

3.1 Introducao

Neste capitulo pretende-se apresentar os diferentes campos de deslocamentos referentes aos modelos

considerados. Na Fig.3.1 podemos observar os principais eixos utilizados neste trabalho.

Por uma questao de simplicidade, ao longo deste trabalho, serao utilizadas abreviaturas para cada
um dos modelos utilizados. Assim sendo, o modelo correspondente a teoria de corte transversal de
ordem superior serd designado por HSDT(designagdo corrente na literatura anglosaxonica). Por sua
vez o modelo que corresponde & teoria de corte transversal de primeira ordem, Teoria de Mindlin-
Timoshenko, sera designado por MTT e finalmente a teoria classica, teoria de Euller-Bernoulli, sera

designada por EBT.

Enquanto a teoria de deformagao de corte transversal de ordem superior, admite que as secgoes
transversais possam sofrer deformacgoes que variam com a coordenada z, a teoria de Mindlin-Timoshenko
considera que as seccOes transversais se mantém planas depois de deformadas, mas néo necessariamente
perpendiculares ao eixo geométrico da viga. Na teoria de Euler-Bernouli considera-se que para além das

secgoOes se manterem planas, também se mantém perpendiculares ao eixo referido,Fig3.2.

L 4

Figura 3.1: Principais eixos utilizados, x coincide com a direcgao axial da viga.
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3.2 Campos de Deslocamentos

O primeiro campo de deslocamento é referente ao modelo HSDT e admite deformacgoes de corte, va-
riando de uma forma quadratica com a espessura. O segundo campo de deslocamentos corresponde a
MTT e apenas admite deformacoes de corte constantes em cada camada. Por fim o dltimo campo de

deslocamentos corresponde ao modelo EBT e nao admite tensoes de corte, Fig.3.2.

A forma condensada de escrever um campo de deslocamentos para analise de estruturas unidimen-

sionais, com flexao definida apenas no plano definido pelas dimensées comprimento espessura, é através

da seguinte relagao:
u = [Z]q (8.1)

onde:
u = [u(x,t) w(z,t)]” (3.2)

[Z] é a matriz das variaveis z e q é o vector dos deslocamentos generalizados.

Z, Wy
{
7/ 77777777777 ‘\
N |
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R e
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0,
© ;
. i
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Figura 3.2: Comparagao das deformagoes devidas a corte transversal a) Teoria Classica; b) Mindlin-
Timoshenko ¢) Alta ordem

3.2.1 Teoria de Deformacao de Corte Transversal de Ordem Superior (HSDT)

Para esta teoria o campo de deslocamentos considerado é dado por:
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u=u’+ 292 + 220 + 236‘5* (3.3)
w=w’ 4+ 22w + 28, (3.4)

Sendo que o deslocamento em qualquer ponto da direc¢ao axial da secgfo, ao longo da coordenada

espessura, pode ser obtido através do deslocamento da linha média através de:
u 0,0 0 .0 0 ox V7
= [Z]{ uw w0y W™ w B, 0) } (3.5)

onde

O vector de deslocamentos generalizado é dado por :

T
qHSDT :{ W0 wd 02 w*  0* ﬂz 62* } (3.7)

3.2.2 Teoria de Mindlin-Timoshenko(MTT)

Este modelo é obtido desprezando os termos de ordem superior no modelo HSDT e o respectivo campo

de deslocamentos é dado por:
u=u’ + 20 (3.8)
w = w’ (3.9)

O deslocamento em qualquer ponto da direcgao axial da secgao, ao longo da coordenada espessura,

pode ser obtido a partir do deslocamento da linha média através de:

{ Z }[Z]{ W w9 }T (3.10)

com

2] = l (1) ? g ] (3.11)

Sendo o vector de deslocamentos generalizados é dado por :

gMTT :{ W w® 0 }T (3.12)
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3.2.3 Teoria de Euler-Bernoulli (EBT)

Neste caso, ao contrario dos anteriores, nem o corte nem o deslocamento axial sdo considerados. O

campo de deslocamentos é entao dado por:

0
w=w"+ z% (3.13)

O deslocamento em qualquer ponto da seccao, ao longo da coordenada espessura, pode ser obtido a

partir da linha média através de:
0o T
{ w }: [Z]{ wo 2w } (3.14)

onde
Z1=[1 =] (3.15)

T = { w0 2 Y (3.16)

3.3 Campos de Deformacgoes

Seguidamente apresentam-se os campos de deformagdes para os trés modelos considerados. Numa forma

generalizada podem ser escritos por:

e =[Z]€° (3.17)

0

em que [Z] é uma matriz de poténcias de variavel z, para o campo de deformagoes e € é o vector de

deformacoes generalizadas do eixo geométrico da viga.

3.3.1 Teoria de Deformacao de Corte Transversal de Ordem Superior (HSDT)

Para o modelo HSDT o campo de deformagoes é dado por:

ou o a0° Oud* 3 5792

_ 77 _ Y 2 .
Cow = or ox Tz ox Tz or Tz ox (3.18)
ow
= — = 2 0 -1
€: = 5. 2w + 6, (3.19)
— u dw _n0 0% 2 n0x awO a(ZQwO*) 8(252)
Yoz = 52 + e O, +2zu" + 32707 + o + o + o (3.20)
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Reagrupando os termos e pondo em evidéncia as poténcias de z, podemos rescrever o campo como:

ou o0, o o0,
€xa o o Oz O
€2 (= B- +z 200* +2° 0 +25¢ 0 (3.21)
0 0%
Tos o+ o 2% + 9 300 + 25 0

Separando os termos de corte dos termos de flexao obtemos para a flexao:

{emm}[z}bmeltm [Z}bm[é (1) g 2 202 2;‘| (3.22)

EZZ

sendo o vector das deformacgoes generalizadas de flexao dado por:
* 26?9 000 7
{€bm} :{ % ﬂz 37; 2’[00* 8871;0 T; } (323)
Por sua vez, para o corte obtemos:
{yazt =1Z]ses Zls=[1 2z 2*] (3.24)
onde o vector das deformagoes generalizadas para o corte é dado por:
T
* 0 * . 0
fey={ o0+ 2 guor 4 2 gpo g 2w (3.25)

3.3.2 Teoria de Mindlin-Timoshenko(MTT)

Para o modelo MTT o campo de deformagoes é dado por:

_Ou ou’ 392

ou Ow o ou’
'sz-&‘f’aix—ey“ra (3.27)

Reagrupando os termos e pondo em evidéncia as poténcias de z, podemos rescrever o campo como:

{ : } { 5 } { i }
T _ Ox )
= +z @ (3.28)
0 ouw

Separando os termos de corte dos termos de flexdo obtemos para a flexao:

(w)=lz]in [2],-[0 - 520

sendo o vector das deformacoes generalizadas de flexao dado por:

000 T
{ebm}Z{ gu } (3.30)

Por sua vez, para o corte obtemos:

{vaz} = [2]ses [Z]ls=[1] (3.31)
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sendo o vector das deformagoes generalizadas de corte dado por:
* wU
{es} = { 09 + % } (3.32)

3.3.3 Teoria de Euler-Bernoulli (EBT)

ow  ouwd 8%uwo
L (3.33)

Colocando z em evidéncia obtemos:

{em}:{%}“{ oy } (3.34)

Assim sendo para a flexao obtemos:

()=[2)pin [2]=[1 -] s

Sendo o vector das deformagdes generalizadas de flexdo dado por:

2, .0
{eha}={ 2= 2w} (3.36)

3.4 Leis Constitutivas

Em materiais compositos as direcgoes principais das camadas que os constituem diferem muitas vezes
do referencial xyz escolhido, pelo que se torna necessario fazer uma rotacao das tensoes/deformagoes.
Esta depende do angulo 5 que a direc¢do 1 do material ortotropico da camada k faz com a direcgao x.

Assim sendo, relacionando ambos os referenciais, xyz e 123, surge uma matriz de rotacao [T]:

[T] = 0o 1 0 (3.37)

que permite relacionar os valores das tensoes no referencial do material com os valores das tensoes

no referencial xyz:

Oz cos?(0) 0 0 o11
0. b= o 1 0 o33 (3.38)
Oz 0 0 cos(0) 55

A relagao entre tensoes e deformagdes para a lamina k é dada por:

[olxvz = [Qlkle]xy 2z (3.39)

sendo
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@l = [T1[Qx[T]" (3.40)

Em que [Q]x é a matriz dos coeficientes de rigidez dos materiais ortotrépicos e [Q]s ¢ a matriz dos
coeficientes de rigidez transformados, definidos em Vinson & Sierakowski (1986), ou em Reddy(1997)
sendo esses coeficientes fungao dos moédulos de elasticidade nas vérias direcgoes, dos coeficientes de
Poisson e do angulo que a direc¢do 1 da camada faz com a direccao x.

By gl

e L — | B Bl o (3.41)
0 0 Gis X
A=1-— V3113 (342)

3.4.1 Teoria de Deformacao de Corte Transversal de Ordem Superior (HSDT)

No caso do modelo HSDT, as tensoes normais ao eixo geométrico da viga o, as tensoes de corte v,

nao sao desprezadas, assumindo ambos os casos uma variagao nao linear na direcgao z.

Assim sendo, de acordo com estes pressupostos, para o referencial xyz obtemos a seguinte lei consti-

tutiva:

Oy @11 @13 0 €x
0z =| @ W@ 0 €z (3.43)
Taz k 0 0 Q55 k | P

3.4.2 Teoria de Mindlin-Timoshenko(MTT)

Neste modelo, ao contrario do anterior, sao desprezadas as tensoes normais ao eixo geométrico da viga.
Admitimos contudo a existéncia de deformagoes de corte, embora as sec¢oes transversais se mantenham

planas depois de deformadas. A lei constitutiva obtida é a seguinte:

Og _ @11 0 €x (3 44)
Trz k 0 @55 k Ty '

Sendo que os coeficientes de rigidez reduzidos, transformados, foram também os definidos em Vinson
& Sierakowski (1986).

3.4.3 Teoria de Euler-Bernoulli (EBT)

Neste exemplo é ainda considerada uma simplificacao adicional, na medida em que nao se admite a

existéncia de deformagdes de corte. A lei constitutiva obtida é a seguinte:

ok = Qu1 ko (3.45)
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Capitulo 4

Tensoes Interlaminares

4.1 Introducao

O principal modo de falha de materiais compdsitos laminados é a delaminagem em modo I e II, ten-
soes de tracgao e de corte respectivamente. Isto acontece porque os mesmos apresentam uma grande
sensibilidade & iniciacao e propagacao de defeitos interlaminares.

Assim sendo a necessidade de conhecer de forma mais precisa as tensoes interlaminares leva-nos a
optar por determina-las por um via diferente da lei constitutiva. Pelo que neste capitulo consideramos
apenas a existéncia de solicitacao segundo o plano xz para o calculo das constantes de integracao

necessarias para determinar o, e T, .

4.2 Calculo das Tensoes Interlaminares

Segundo Vinson et al (1986), podemos determinar as tensoes interlaminares através das equagoes de
equilibrio de elasticidade, desde que o modelo de elementos finitos seja descrito por fungoes interpolado-

ras quadraticas no caso da tensao 7., e ciibicas no caso da tensao o,.

Deste modo colocando as forgas volumétricas nulas:

0ij =01, =2,y,2 (4.1)
Pelo que obtemos a seguinte relagao:
0Tz _ 0o (4.2)
0z Ox

Que integrada em espessura origina para cada camada k:

k het1 /9o
" (z=h =— / < x)dz—i—C’ 4.3
c=mm=-3 [ (5 1 (4.3)

k

Para este caso existe apenas uma tnica constante de integracao pelo que é possivel que a condigao
de que 7., = 0 nao seja simultaneamente verificada na superficie superior e inferior da viga. Para que
tal acontecesse seriam necessarias duas constantes em vez de uma.

Neste trabalho a C foi determinada impondo a condicao referida a superficie superior da viga. Pelo

que:
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bl do,
Cr=> /h ( o ) dz (4.4)
=1

k

Partindo das equagoes de elasticidade obtemos a seguinte equagao diferencial de segunda ordem para

a tensao o,:

2 2
0%0c, 0%0y,

= 4.5
022 Ox? (4.5)
Que integrada ao longo da espessura apresenta a seguinte forma:
k Rit1 52
k Og
=h = dz + C C 4.6
A=t =3 [ (G )as v oy (1.6)

Para este caso obtemos duas constantes de integracao, pelo que, j& podemos garantir a imposi¢ao
das duas condigoes fronteira nas faces superior e inferior da viga. Para a face superior vamos impor um
valor maximo e igual ao valor da pressao, p, exercida. Para a face inferior vamos considerar um valor

nulo.

Assim sendo obtemos para as constantes de integracao Cs e C3 os seguintes resultados:

k i1 52
p Oz
? htotal s Z/hk ( (9562 ) ¢ ( )

i=1

Com as expressoes determinadas podemos obter resultados mais precisos e realistas para as tensoes

interlaminares.
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Capitulo 5

Equacoes do Movimento

5.1 Introducgao

O principio utilizado para podermos conhecer as equagoes de equilibrio que governam as diferentes

situagoes, quer estaticas quer dindmicas, a que a viga pode estar sujeita foi o principio de Hamilton.
Seguidamente neste capitulo vamos considerar os diferentes factores que constituem a funcao La-

grangeana necessaria a aplicagao do principio. O mesmo é posteriormente invocado para obter as

equacoes de equilibrio.

5.2 Energia Cinética

Considerando os campos de deslocamentos estudados, a energia cinética Kc é dada pela seguinte ex-

pressao:
1 .9 .9
K.= 3 Vpk(u + w*)dV (5.1)
i=li (5.2)

sendo pr a massa especifica do material da camada k, e @& o vector das velocidades, obtido por

derivacao em ordem ao tempo do campo de deslocamentos u

5.3 Energia Elastica de Deformacao

A energia elastica de deformagao é dada por:

U= %/V (o) av (5.3)

U= 7/[ €x €z Vaxz ] Oz av (54)
|4
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5.4 Trabalho das Forcas Exteriores

Considerando as forgas de volume e de superficie, o trabalho das forgas exteriores pode ser escrito da

seguinte forma:

Q=Qy + Q4 (5.5)

onde :

Qv =—/ GTFdV e Qu = —/ ¢’ TdA (5.6)
v AT

Qv e Q4 representam o potencial de forgas de volume e de superficie respectivamente e F' e T os

vectores de forcas de volume e de superficie.

5.5 Equacgoes de Equilibrio

Para a obtencao das equacbes do movimento, utiliza-se o principio variacional de Hamilton. Assim

sendo consideramos o seguinte Lagrangiano:

Lo=K.—TI (5.7)

K. representa a energia cinética. Por sua vez a energia potencial do sistema, Il é dada por:

M=U+Q (5.8)

De acordo com o principio de Hamilton, a primeira variacao do Lagrangeano tem um ponto de

estacionaridade correspondente a um minimo, que se representa da seguinte forma:

/tl(éKc — 6I)dt = 0 (5.9)

to
sendo tg o tempo no instante inicial e t; o tempo no instante final.

Integrando ao longo da espessura obtemos:

/tt 1 {5(; / (ond" Pi)dr — / (¢" " Qeq)da + / (¢ F)da + / (qTT)dx)} dt =0 (5.10)

Onde:

P://(ZTZ)dz (5.11)

Q=//(ZT@Z)dZ (5.12)

As equagdes apresentadas permitem obter as equagdes de equilibrio para um elemento genérico quer
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em situagoes estaticas quer em situagoes de vibracoes livres sem amortecimento.
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Capitulo 6

Modelos e elementos finitos para
Analise de Vigas Compoésitas

Laminadas

6.1 Introducao
Para os diferentes modelos de elementos finitos considerados foram utilizadas diferentes fungoes interpo-

ladoras. Assim sendo sem perda de generalidade os campos genéricos de deslocamento e de deformagoes

pode ser escrito para cada elemento como:

Ue = (ZN)(Ie (6.1)

€e = (@)QG (6.2)

ge € o vector de deslocamentos do elemento, B é a matriz das derivadas das fungoes interpoladoras

e N é a matriz das fungoes interpoladoras.

6.2 Teoria de Deformacao de Corte Transversal de Ordem Su-
perior (HSDT)

Na formulacao deste modelo foi utilizado um elemento de quatro nos, com sete graus de liberdade por
no, cuja coordenada adimensional é £ e cujo valor unitario em cada né é dado pela respectiva fungao de

forma N,. Considerando o campo de deslocamentos e deformagoes respectivo, temos para o elemento:

’U;?SDT _ (ZHSDTNHSDT)qé'{SDT (63)

€£ISDT _ (ZHSDTEHSDT)quDT (64)

Em que o vector generalizado de deslocamentos para cada no i é:
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g ={u® w® 6) w™ u* B 6y} (6.5)

BHSPT ¢ 4 matriz das derivadas das fungoes interpoladoras e N é a matriz das funcoes de forma
obtidas utilizando o polinémio interpolador de Lagrange.

As fungoes de forma utilizadas sao:

m= (€ DE- DE-D), me=an(E+ (E-F)E-1),
ny = ~ZE+DE+DE-1), na=HE+DE+DE-D (6.6)

“=...¢.. =14 (6.7)

O campo de deformagoes generalizadas representa-se por:
om {_ (Bl 6.8
o (=Bl (6.8)

onde

Bbm
B=| "

(6.9)

onde By, e Bs sdo as matrizes de transformacao entre as deformagoes e os deslocamentos, para

flexado e para corte, respectivamente. As mesmas sdo dadas por:

ngLl 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 N; 0

4 0 0 2.2 g 0 0 0
B = 0¢ Le di=1,...,4 (6.10)

0 0 0 2N 0 0 0

0 0 0 0 ZEE 0 0

0 0 0 0 0 GEE
ON;

| 0 % N 0 0 0 0

Bi=10 0 0 0 2N; f’;gg 0 |,i=1,...,4 (6.11)
ON;
0 0 0 GEE 0 0 3N;

Considerando o Lagrangeano para um Elemento genérico obtemos a seguinte expressao:

1. . 1. .
La = §ngEQe - §quEQe + que (612)
Em que M, e K, sao as matrizes de massa e de rigidez do elemento. Por sua vez, Q). é o vector de

forgas do elemento. Aplicando o principio de Hamilton ao Lagrangeano, a equagao de equilibrio é agora
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dada por:

Keqe + Meq:e = Qe (613)

Que numa situagao de vibragoes livres é dada por:

Keqe = w?*Mege (6.14)

Numa situacao de equilibrio estatico, a simplificacao da equacao de eqilibrio conduz a:

KeQe = Qe (6'15)

Sendo a matriz de rigidez do elemento dada por:

s JETDY o
<[ 5

- K=1

) [5} %bdg (6.16)

Onde NL representa o numero de camadas, b é a largura da viga segundo y e L, é o comprimento

do elemento segundo x, Fig.6.1.

h
o = / 2@ 2o iz (6.17)
-—S hk —S
D, = / (ZTY QL 2.} d (6.18)
=bm Qll @13
O = [ Q31 Qs 1k (6.19)
@Z = [ 655 L (6'20)

onde hj a distancia entre o superficie média de referéncia e a superficie superior da lamina k, hy_1

Z
Z 4
HL E hNL
4‘1 K Y
‘!rhl by
X L1 b

Figura 6.1: Geometria do laminado e nomenclatura
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é a distancia entra a superficie média de referéncia e a superficie inferior da camada k.

De modo a evitar efeitos de bloqueio a integracao da matriz de rigidez referente a parte de corte deve
ser reduzida, ou seja, com um ponto a menos do que o numéro de pontos necessario para a integragao
exacta. Assim sendo, a integragao numérica utilizando a quadratura de Gauss foi efectuada considerando

os pontos e pesos que a seguir se indicam, e que estdo disponiveis em Reddy(1993):

& = —0.7745966692 com um peso de 0.5555555555

& =0 com um peso de 0.8883888889

& = 40.7745966692 com um peso de 0.5555555555

Por sua vez a matriz de massa é dada por:

hk—1

. oo NL R . . L.
M —Ll [N] ;Pk/ Zp Zmd [N] =" bds (6.21)

Sendo [N] a matriz das fungdes de forma dada por:

n; 0 0 0 0 |
0 n; O 0 0 0
0 0 n, 0 0 0 O
[Nl'=] 0 0 0 n, 0 0 0 |,i=1,...,4 (6.22)
00 0 0 n; 0 O
0 0 0 0 n; O
L0 0 0 0 0 0 mn|

No caso de perfis ndo rectangulares, Fig.6.2, ha a necessidades de calcularmos previamente o cen-
troide, isto porque consideramos que as linhas de acgao das forgas passam nos respectivos centroides,

logo estes constituem pontos da linha neutra.

6.3 Teoria de Mindlin-Timoshenko(MTT)

Na formulagao deste modelo foi utilizado um elemento de trés nos, com trés graus de liberdade por no,
cuja coordenada adimensional é & e cujo valor unitario em cada n6 é dado pela respectiva fungao de

forma N,;. Considerando o campo de deslocamentos e deformagoes respectivo, temos para o elemento:

uiWTT _ (ZMTTNMTT)qé\/[TT (6.23)

6é\/ITT — (ZZMTTEMTT)QéWTT (624)
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74

Figura 6.2: Secgoes transversais consideradas além da rectangular

Em que o vector generalizado de deslocamentos para cada né ¢ é:

¢ = {u® w° 92}; (6.25)
BMTT g 3 matriz das derivadas das funcdes interpoladoras e NMTT ¢ a matriz das fungdes de forma
obtidas utilizando o polinémio interpolador de Lagrange.

As fungoes de forma utilizadas sao:

m=g€1-6) m=(1-O0+8) n= 148 (6.26)

O vector de deslocamentos para cada elemento pode ser obtido por:

¢“=1{..q¢. . }i=1..3 (6.27)

O campo de deformagoes generalizadas representa-se por:

{ o }z [B]¢ (6.28)

S

onde

B bm
B,

[B] = (6.29)

onde By, € Bg sao as matrizes de transformagao entre as deformagoes e os deslocamentos, para

flexao e para corte, respectivamente. As mesmas sao dadas por:

, GeE 00
By = 0 0 N2 i=1,...,3 (6.30)
¢ L.
322[0 e Ni}»iZL--.,S (6.31)
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A matriz de rigidez pode ser determinda por (equagao 6.16) sendo que:

@Zm = [ @11 L (6-32)
@Z = [ @55 L (6-33)

Por sua vez a matriz de massas pode ser obtida por (equagao 6.21) sendo a matriz [N] dada por:

N =[ v v (NP

sendo [N]*:
ni 0 0
[N'=|0 n, 0 |,i=1,...,3 (6.34)
0 0 ny

Na figura Fig. 6.3 podemos ver um resumo dos elementos desenvolvidos, com a numeragdo dos

nodos, por elemento, para cada teoria.

T & T & T
. B o "t " .
1 2 34 X 1 2 3 X 1 2 X

HEDT MTT EET

Figura 6.3: Elementos viga de quatro, trés e dois nos 2.

6.4 Teoria de Euler-Bernoulli (EBT)

Na formulagao deste modelo foi utilizado um elemento de dois nds, com dois graus de liberdade por né.

Considerando o campo de deslocamentos e deformagoes respectivo, temos para o elemento:

uEBT _ (ZEBTNEBT)QEBT (635)

€ €

66EBT _ (ZEBTEEBT)quBT (636)

Em que o vector generalizado de deslocamentos para cada no i é:

w0
e _ 0 ZTUZT
@ ={u® SV (6.37)

BEBT ¢ a matriz das derivadas das funcoes interpoladoras e NEBT ¢ a matriz das funces de forma

obtidas utilizando o polinémio interpolador de Hermite.
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As fungoes de forma utilizadas sao:

32 223 222 23
nl—l—ﬁ—i—ﬁ n2:_x+fe_ﬁ (6-38)

O vector de deslocamentos para cada elemento pode ser obtido por:

¢“=1{..q¢. }i=12

O campo de deformagoes generalizadas representa-se por:

(b2 )s

onde

[BPFT] = [ Bim } (6.39)

onde [Byy,| ¢ a matriz transformacio entre as deformagoes e os deslocamentos :

[Bym]' = | 9" ey, |si=1...,2 (6.40)

oz?

Sendo a matriz de rigidez do elemento dada por:

NL

K = /OHE[Bbm]T (Z [ D" D [Bym]bdz (6.41)

K=1

Onde N L representa o Numero de camadas, hj, a distancia entre o superficie média de referéncia e a
)
superficie superior da lamina k, hi_1 é a distdncia entra a superficie média de referéncia e a superficie

inferior da camada k, b é a largura da viga e L. é o comprimento do elemento.

hi
Dy = / (28 Y@ Zim Y= (6.42)
@ZT = [ @11 L (6-43)

Por sua vez a matriz de massas pode ser obtida por (equagao 6.43) sendo a matriz N concatenada
dada por [N]:

+Le NL hi L
M€ = NS o / 20 Zdz | N=Sbda (6.44)
0 I 2
k=1 k-1
V)= | V] (VP2 ]
com [N]* dado por :
Ni:[ni O},i:l,...,Q (6.45)
0 n;
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Capitulo 7
Aplicacoes Numéricas

7.1 Introducao

O capitulo das aplicagbes numéricas subdivide-se em secgdes, sendo que cada secgdo esta dividida de
acordo com o tipo de teste analisado. Deste forma acreditamos apresentar uma melhor organizagao e

uma malor eficiéncia de leitura.

Neste capitulo efectuamos varios estudos comparativos quer de comportamentos estaticos quer de

comportamentos dindmicos de estruturas compoésitas laminadas.

O primeiro desses estudos prende-se com a anélise da precisao dos resultados obtidos pelos modelos
desenvolvidos. Esta parte do estudo caracteriza-se por uma comparacao directa entre si dos valores

obtidos pelos diferentes métodos, assim como pela delimitagdo dos campos de utilizagao dos mesmos.

O segundo estudo realizado determina a qualidade dos resultados obtidos. Para desenvolvermos esta
etapa do estudo torna-se crucial comparar os resultados obtidos pelos modelos desenvolvidos, com os
resultados obtidos por outros investigadores, cujos resultados foram publicados e aceites pela comunidade

cientifica.

A terceira parte do estudo, estd orientada para a ferramenta de calculo utilizada: Matlab. Nesta
fase do estudo pretendemos determinar se existem diferencas na precisao e na qualidade dos resultados
obtidos pelos diferentes modelos. Assim sendo, ao longo deste capitulo serao também apresentadas as

observagoes mais relevantes referentes a esta componente do estudo.

Seguidamente apresentamos na Tabela 7.1 as designagoes dos principais pardmetros utilizados nesta

Seccao.

Tabela 7.1: Principais pardmetros utilizados para descrever os dados dos exemplos de teste

L comprimento da viga

b largura da viga

h altura da viga

PF forgas generalizadas aplicadas

v, v;; coeficientes de poisson
E, E; modulos de elasticidade
G, G; modulos de elasticidade transversal

p massa especifica
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O nosso estudo inicia-se naturalmente com os testes de convergéncia, da influéncia da razado L/h e

com alguns testes comparativos.

7.2 Teste Estatico de Convergéncia

O primeiro teste considerado é o teste de convergéncia. Neste exemplo vamos considerar uma viga

simplesmente apoiada, submetida a uma carga uniformemente distribuida.

Assim sendo as caracteristicas da viga s@o apresentadas na Tabela 7.2 :

Tabela 7.2: Caracteristicas da viga utilizada nos testes de convergéncia

L=02m

b = 10 mm
h = 10 mm
E = 200 GPa
G = 80 GPa
v=0.3
q=1N/m

Na Tabela 7.3 apresentamos os resultados obtidos pelos diferentes modelos com diferentes discretiza-

¢Oes, juntamente com os valores obtidos pela teoria da elasticidade numa situagao de tenséo plana (Owen
& Hinton, 1980).

Tabela 7.3: Teste de Convergéncia, deslocamento transversal maximo (m). L/h=20.

Elasticidade Ne Modelo Modelo Modelo
Tensao Plana Elementos EBT MTT (k = %) HSDT
5 1.1520000x 107 1.2272056 x 10~7 1.2467336 x 107
1.257130 x 10~7 15 1.2389136 x 10~7 1.2559068 x 10~7 1.2568390 x 10~7
20 1.2475000 x 10~7 1.2567187 x 1077 1.2576724 x 10~7

Da analise da tabela podemos concluir que os trés modelos apresentam uma solugao convergente
com o aumento do ntmero de elementos. No entanto o modelo HSDT apresenta mesmo para pequenas

discretizagoes bons resultados, quando comparados com o valor dado pela Elasticidade.

31



7.3 Influéncia da Razao L/h em Analise Estatica

Neste ponto do nosso estudo pretendemos estudar a influéncia da razdo L/h no comportamento dos
modelos desenvolvidos. Assim sendo comegamos por estudar uma viga isotropica de sec¢ao rectangular

com uma carga simplesmente distribuida.

Agora apresentamos os resultados obtidos para trés vigas sujeitas aos mesmos constrangimentos
mas com secgoes transversais diferentes entre si. Desta forma podemos verificar a existéncia ou nao
de concordancia entre os valores obtidos e aprofundar o grau de limitacdo que a relacdo comprimento

espessura impoe a cada modelo desenvolvido.

7.3.1 Viga isotropica de secgao rectangular, simplesmente apoiada

Consideramos uma viga de material isotrépico de secgdo rectangular, simplesmente apoiada, sujeita a

uma distribuigdo de carga uniforme. As caracteristicas materiais e geométricas consideradas encontram-
se na Tabela 7.4.

Tabela 7.4: Caracteristicas da viga isotropica de seccao rectangular

b = 10 mm
h = 10 mm
E = 200 GPa
G = 80 GPa
v=0.3
q=1N/m

Na Tabela 7.5 apresentamos os valores do deslocamento transversal maximo no eixo geométrico e
a meio vao, para as diferentes razoes entre o comprimento da viga e a altura da secg@o transversal,
obtidos com os modelos desenvolvidos. Como referéncia figuram também os resultados obtidos por

Owen & Hinton(1980), para uma situacao de tensdo plana de acordo com a teoria de Elasticidade.

Embora seja esperado que os modelos desenvolvidos tenham diferentes caracteristicas de convergéncia

vamos considerar que esta foi obtida para todos os modelos desenvolvidos com discretizagoes de vinte

Tabela 7.5: Deslocamento transversal méximo(m) em z=0

Razao Elasticidade Modelo Modelo Modelo

L/h Tensdo Plana EBT MTT (k= 2) HSDT

1 2.5635200x 10712 7.7968750 x 10~ 13 2.6558591 x 10~12 2.7740916 x 10~12
2 1.9632800 x 1011 1.2475000 x 1011 1.9993733 x 10~ 1 2.0447876 x 10—t
4 2.2850000 x 10710 1.9960000 x 10719 2.2989894 x 10710 2.3175917 x 10~10
10 7.9906300 x 10799 7.7968750 x 10799 7.9958376 x 10799 8.0095295 x 10799
20 1.2571300 x 10797 1.2475000 x 10797 1.2567187 x 10797 1.2579389 x 1097
50 4.8872500 x 1096 4.8730469 x 1096 4.8821864 x 10796 4.8866962 x 1096
100 7.814300 x 10795 7.7968750 x 10795 7.8007031 x 1079 7.8127514 x 1079
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elementos finitos, figurando estes resultados na tabela 7.5.

Pela observagao da tabela podemos concluir que os modelos HSDT e MTT verificam a solugao
esperada para L/h>1 com desvios bastante reduzidos. O mesmo ja nao acontece com o modelo EBT,

que apenas verifica a solu¢do esperada para valores de L/h>10.
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7.3.2 Viga isotrdopica de seccao rectangular unicelular, encastrada-livre

Consideramos uma viga de secgdo rectangular unicelular, constituida por um tnico material quer para
os banzos quer para as almas. No entanto esta viga nao apresenta simetria na sua secgao transversal
pois a espessura dos banzos diferem. Esta viga tem uma extremidade encastrada e outra livre. Nesta
ultima é aplicada uma forga concentrada ,P, segundo a direccao vertical. Assim sendo para este exemplo

as caracteristicas geométricas utilizadas sao as apresentadas na Tabela 7.6.

Tabela 7.6: Caracteristicas da viga isotrépica de seccao rectangular

balmaesque’r’da = 50 mm
balmadireita = 50 mm
bbanzosuperior = 80 mim
bbanzoinferior = 80 mm
halmaesquerda = 20 mm
haimadireita = 20 mm
hbanzosuperior = 20 mm
hbanzoinferior = 30 mm

E = 200 GPa
P =100 N

Os principais resultados obtidos para os modelos desenvolvidos sdo apresentados na tabela 7.7.

Tabela 7.7: Deslocamento transversal maximo(m), secgdo unicelular, em z=0.

Razao Loja (1995) Modelo Modelo Modelo
L/h T. Classica EBT MTT(k = 2) HSDT
2 2.157500 x10~7 2.1563342 x 1077 2.6563335 x 1077 2.7300463 x 1077
) 3.371090 x 106 3.3692722 x 1076 3.4942652 x 1076 3.5051378 x 1076
10 2.696870 x 107 2.6954178 x 1075 2.7203954 x 1075 2.7198754 x 1075
20 2.157500 x 10~4 2.1563342 x 10~* 2.1612653 x 10~ 2.1596993 x 10~4
50 3.371090 x 1073 3.3692722 x 1073 3.3699915 x 1073 3.3676039 x 1073

100 2.696870 x 1072

2.6954178 x 1072

2.6947007 x 1072

2.6957225 x 1072

Através da analise dos dados obtidos podemos observar uma concordancia quase excelente entre o
modelo EBT e a Teoria classica, como seria de esperar pois estamos a comparar os dados pelo modelo

proposto com os obtidos pela teoria correspondente.

Os modelos MTT e HSDT apresentam resultados superiores aos dados pelo modelo EBT pois con-
sideram a existéncia de corte. No entanto esta superioridade nos resultados é inversamente proporcional

ao aumento da razao L/h.
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7.3.3 Viga isotrépica de seccao T, encastrada-livre

Neste exemplo considerdmos uma viga isotropica, encastrada-livre e de seccao T. Esta viga encontra-se

sujeita a uma carga concentrada na sua extremidade livre Beer & Jonhston (1981).

As propriedades da viga em estudo apresentam-se na Tabela 7.8.

Tabela 7.8: Caracteristicas da viga isotropica de sec¢do T

baimae = 20 mm
bbanzo = 60 mm

Ratmae = 80 mm
Rpanzo = 20 mm
FEpanzo = 200 GPa
Evanzo = 1.541ma GPa
G = 80 GPa

P =100 N

Neste exemplo consideramos uma discretizacao de vinte elementos para cada modelo desenvolvido.
Na Tabela 7.9 apresentamos os resultados obtidos para o deslocamento transversal maximo verificado
no eixo principal, para diferentes razoes entre o comprimento da viga e a altura da seccao transversal.

Apresentamos também uma solugao analitica correspondente a teoria classica de vigas.

Tabela 7.9: Deslocamento transversal maximo(m), secgdo T, em z=0.

Razao Loja (1995) Modelo Modelo Modelo

L/h T. Classica EBT MTT(k = 2) HSDT

2 6.600830 x10~97 6.5996745 x 10797 7.6699504 x 10797 7.8036608 x 10797
5 1.031380 x 109 1.0312648 x 10-9 1.0578022 x 10795 1.0577080 x 1005
10 8.251030 x 10795 8.2495182 x 10795 8.3016304 x 10795 8.2904048 x 1079
20 6.600930 x 1004 6.5996745 x 10794 6.6089445 x 10704 6.6015245 x 10794
50 1.031380 x 10—92 1.0312648 x 10792 1.0310781 x 10792 1.0303122 x 10792
100 8.254030 x 10702 8.2495182 x 1002 8.2452996 x 10792 8.2412181 x 10792

Na tabela 7.9 podemos observar uma boa concordancia com os resultados obtidos pela Teoria Clas-
sica.
Para valores da razao de L /h menores que cinquenta os modelos MTT e HSDT apresentam resultados

superiores a teoria classica pois os efeitos de corte sao mais significativos para vigas mais espessas.
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7.3.4 Viga de material isotropico de seccao I, encastrada-livre

Para terminarmos esta primeira seccao de testes de convergéncia apresentamos agora um exemplo con-

siderando uma viga isotrépica de secgao 1. Esta viga tal com o as anteriores encontra-se sujeita a uma

condicao fronteira de encastramento & esquerda e apresenta a extremidade direita livre. Nesta tltima é

aplicada uma forca de direcgao vertical concentrada de intensidade P.

As principais condigoes geométricas da viga e as propriedades dos materiais encontram-se na Tabela

7.10.

Tabela 7.10: Caracteristicas da viga isotropica de seccao I, encastrada-livre

balma =20 mm
bbanzosuperior = 60 mm

bvanzoin ferior = 60 mm
hatmae = 100 mm
hpanzosuperior = 20 mm
hbanzoinferior = 20 mm
Euime = 100 GPa

Ebanzosuperior = O~5alma GPa

Ebanzoinfe'rior = L.%aima GPa
G = 80 GPa
P =100 N

Considerando discretizagoes de vinte elementos finitos para cada um dos modelos desenvolvidos

apresentamos na Tabela 7.11 os valores do deslocamento transversal méaximo obtidos para diferentes

razoes entre o comprimento da viga e a altura da seccao transversal. Apresentamos também a solugao

analitica correspondente a teoria cléssica.

Tabela 7.11: Deslocamento transversal maximo(m), secgdo I, em z=0.

Razao Loja (1995) Modelo Modelo Modelo
L/h T. Classica EBT MTT(k = 2) HSDT

2 7.947570 x10797 7.9462994 x 10797 8.9008349 x 10707 9.1167237 x 10797
5 1.241810 x 1079° 1.2416102 x 107% 1.2654672 x 1079 1.2663263 x 1079
10 9.934470 x 1079 8.9328717 x 1079 9.9804381 x 107 9.9679190 x 1079
20 7.947570 x 107%4 7.9462994 x 1074 7.9553720 x 10794 7.9466581 x 1079
50 1.2418100 x 10792 1.2416102 x 10792 1.2415414 x 10792 1.2406800 x 10792
100 9.9345000 x 10722 8.9328717x 10792 9.9288612x 10792 9.9243678 x 10702

Neste exemplo, tal como no anterior existe boa concordancia com os resultados obtidos pela Teoria

Cléassica.

Por sua vez o modelo HSDT e o modelo MTT voltam a destacar-se para razoes de L/h inferiores

a vinte. Desta forma podemos concluir que os efeitos de corte se tornam mais relevantes para maiores
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espessuras, tal como esperavamos.
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7.4 Testes Comparativos para Analise Estatica

Neste ponto comegamos por apresentar um exemplo de afericao de elementos finitos do tipo viga mul-
tilaminada em material compésito. Em seguida apresentamos exemplos diversos, tratados por varios
autores.

7.4.1 Vigas de Seccao Rectangular

Exemplo padrao de aferigao de resultados - 1

Tendo como objectivo a aferigao dos modelos desenvolvidos, realizimos o teste padrao envolvendo uma
viga ortotropica, publicado na BENCHmark (1994), Fig.7.1, cujas propriedades estdo representadas na
Tabela 7.12.

Tabela 7.12: Caracteristicas da viga padrao de afericao de resultados

L=005m
b=10"2m
h=10"% mm

E; =1.0 x 10° MPa
E; =5.0 x 103 MPa
13 =0.3

P =100 N

A viga foi discretizada em 10 elementos, sendo que as condigbes fronteira consideradas foram as

seguintes:
A = =u* =" =5, =0
Seguidamente apresentamos os resultados comparativos entre o modelo de alta ordem, a teoria de

Mindlin/Timoshenko(k = 2) e os valores padrdo apresentados em BENCHmark (1994).

Da observagdo da Tabela 7.13 podemos concluir que o modelo HSDT é o que apresenta melhor
concordancia com os valores padrao. Por sua vez o modelo assente na Teoria de Mindlin-Timoshenko

ja nao apresenta tao boa concordéncia, principalmente no valor de o,,.

[
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recgdo das fibras , 0 age
< =t 0 0
Y
b4
0.4 a0
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10 Mim 1 0 L ag®
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A B Ditnensies em trm

Figura 7.1: Viga padrao BENCHmark
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Tabela 7.13: Viga ortotropica. Tensoes e deslocamento maximo.

BENCHmark Modelo Modelo
Margo 1994 MTT (k = %) HSDT
ox 683.9M Pa 630M Pa 683.1M Pa
X7 —41MPa - == == —4.6 M Pa
w — 1.06mm — 1.0345mm — 1.058

Viga escalonada isotropica/multilaminada encastrada-livre

Neste exemplo vamos considerar uma viga cuja secgdo varia linearmente com a direcgao axial, Oral(1991)
Fig. 7.2. Esta viga encontra-se sujeita a condicoes de encastramento & esquerda, apresentando a
extremidade direita livre. Nesta tltima estao aplicadas duas forcas concentradas, uma segundo a direc¢ao

vertical , P, e outra segundo a direcgao horizontal no sentido de trac¢ao positiva, N.

Neste caso vamos considerar uma aproximagao de uma viga escalonada, como a resultante da dis-
cretizagao efectuada com cinco e dez elementos de seccdo constante, discretizagdo do tipo (A) e (B)

respectivamente. Assim sendo as principais dimensées da viga especificadas na Tabela 7.14.

Os principais resultados obtidos para a deformagao maxima apresentam-se na tabela seguinte, jun-
tamente com as solugdes obtidas pela solucao analitica, por Oral(1991) e por Loja(1995).
A solucao obtida foi referenciada por Oral(1991) como apresentada por Karabalis & Beskos (1983),

que a semelhanc¢a do modelo de Oral também considera a possibilidade de variacao linear de seccao.

Podemos concluir que qualquer um dos modelos permite uma aproximagao razoavel dos valores de

referéncia, embora pese a aproximagao (viga escalonada), considerada.

Figura 7.2: Viga de seccao linearmente variavel, Isotréopica
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Tabela 7.14: Caracteristicas da viga isotrépica escalonada encastrada-livre

L =10in
b=1in
D=h;,—y=2in
d=hg=r

E =30.0 x 10° psi
v=_0

Fz = 10001b

Fz =1000lb

Tabela 7.15: Deslocamento méximo w(in), na viga escalonada isotropica.

Razao Solucao Oral Loja(HSDT) Modelo MTT Modelo HSDT

D/h Analitica (A) (A) (k=2) (A) (B)

2 0.0273 0.0273 0.0285 0.0283 0.0285 0.0274
5 0.0478 0.0479 0.0527 0.0512 0.0527 0.0484

Viga ortotrépica, submetida a carregamento sinusoidal

Neste exemplo apresentado por Manjunatha & Kant (1993), ¢ considerada uma viga de material or-
totropico, simplesmente apoiada, e sujeita a um carregamento sinusoidal ¢ = gosin(%*). Assumindo uma

discretizacao em vinte elementos, as principais propriedades geométricas e materiais sao apresentadas
na Tabela 7.16.

Tabela 7.16: Caracteristicas da viga isotrdpica de secgdo rectangular

L=2in

b=1in

h=1in

E, =25.0 x 106 psi
E3 = 10° psi

Gi3 = 0.5 x 10° psi
v13 = 0.25

Q=12

Consideramos que as fibras se encontram orientadas segundo a direcg¢ao longitudinal da viga, 6 = 0°.

Os resultados apresentados nas figuras Fig. 7.3 e Fig. 7.4 utilizando o elemento correspondente &

teoria HSDT, apresentam uma boa aproximacao relativamente aos resultados dados pela Elasticidade
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apresentados em Reddy(1997).
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7.4.2 Viga ortotrépica multilaminada sujeita a dois casos de carga

Neste exemplo, apresentado por Davalos et al(1994), estudamos o comportamento de uma viga de sec¢ao
rectangular, simétrica sujeita a dois casos de carga distintos. Esta viga é composta por oito camadas

de dois materiais diferentes. As suas principais propriedades sao as especificadas ma Tabela 7.17.

Tabela 7.17: Caracteristicas da viga ortotropica multilaminada sujeita a dois casos de carga

L =90 cm
b=1cm
h =10 cm
Material 1:
ZL=30; E3y=10x10°Kg/em? %2 =05 3 =025
Material 2:
g—; =5 E3=1.0x10Kg/cm? GE—f =0.5; 13 = 0.25;

A sequéncia de empilhamento dos materiais considerada foi: [1/2/1/2]

No primeiro caso de carga aplicaimos uma for¢a concentrada na extremidade livre, e no segundo caso
de carga aplicdmos uma carga uniformemente distribuida ao longo de toda a viga. Assim sendo vem
que:

Caso de carga 1: Caso de carga 2:
P=200Kg q=100Kg/cm

Os resultados de referéncia sao os obtidos por Surana & Nguyen(1990) que utilizaram nove elementos

curvos, e aproximaram o deslocamento transversal por um polinémio de grau p.

Por sua vez Davalos et al(1994), utilizaram uma formulacao equivalente a teoria utilizada no modelo

MTT em cada camada.
Por fim Loja(1995),utilizou uma formulagao equivalente a teoria HSDT.

Neste exemplo apresentado na Tabela 7.18 apresentamos os deslocamentos transversais maximos

obtidos, através quer dos modelos considerados, quer das referéncias consultadas.

Tabela 7.18: Deslocamentos transversais maximos(cm)

Surana Davalos Loja Modelo Modelo Modelo
Caso & Nguyen et al (HSDT) EBT MTT (k= 2) HSDT
(1990) (1994) (1995)
1 0.03031 0.03029 0.03027 0.03325 0.03053 0.03036
2 0.5350 0.5520 0.53326 0.5698 0.5429 0.5363

Na Tabela 7.18 podemos observar uma boa concordancia entre o modelo HSDT e os valores apre-
sentados por Loja(1995).

42



7.4.3 Vigas de Seccao Nao Rectangular

Viga T multilaminada, em material compédsito

P/ F/d

Al rom

4
¥
all

40 i
300 trm

Figura 7.5: Viga T multilaminada

Neste exemplo, apresentado por Silva et al (1993), consideramos uma viga compésita laminada,

simplesmente apoiada, submetida a duas forgas concentradas, de acordo com a figura, Fig.7.5.

Assim sendo as principais caracteristicas dos materiais utilizados sdo as indicadas na Tabela 7.19.

Tabela 7.19: Caracteristicas da viga isotropica de seccao rectangular

Unidirecional de vidro (ug) - VEE45, R365:
FEi =339.25GPa; FE3=4.5GPa; G135 = 3.0GPa; 13 = 0.29;

hcamada = 035mm7
Fibra de vido (fg) - 1581-ES-67:
E1 = E3 = QQOGPG,, G13 = 285GP(1, V13 = 0287

heamada = 0. 24mm7

A sequéncia de empilhamento dos materiais considerada foi:

Alma: [45]09/0(](;/45pg/(0Ug)2/45pg/0ug]s

Banzo:[((Ofg/4574)3/0£¢)2/0ug/45 19/ (0ug)2/45 g/ Oug /45 £4]

Silva et al(1993), apresentam os principais valores obtidos na sequéncia da utiliza¢do de um programa
comercial COSMOS, utilizaram para isso elementos placa-casca designados SHELL4L e SHELL3L, uti-
lizados para FEM. Apresentaram também os correspondentes dados experimentais e os valores calculados
através da teoria classica, EBT.

Todos estes valores se encontram na Tabela 7.20 juntamente com os principais valores obtidos para
os modelos desenvolvidos:

Na Tabela 7.20 podemos observar que os modelos HSDT e MTT estao em conformidade com o valor

experimental e com o valor apresentado por Loja(1995).
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Tabela 7.20: Deformacoes da viga T multilaminada

Eixo Neutro €Emaz €Emin
Modelo (mm) x103 x103
EBT 29.83 11.94 -4.07
FEM 28.64 11.00 -4.38
Experimental 30.51 13.08 -4.06
Loja(1995) 30.45 12.27 -3.77
MTT 30.14 10.98 -4.11
HSDT 30.72 12.20 -3.90

Viga I de paredes finas, suportando placa de betao

Neste exemplo apresentado por Hirst & Yeo (1980), consideramos uma viga I, Fig. 7.6, em ago, que se

encontra simplesmente apoiada, e que suporta uma placa de betao, sendo que a flexdo da placa nao é

considerada.
Assumimos que nao existe escorregamento entre a placa e a viga por accao de elementos de ligagao

entre ambas. Assim sendo as caracteristicas para a viga I e para a placa sao as indicadas na Tabela

7.21.

- 1600 —
[ |
F 3
9.4
380 FTe

Figura 7.6: Viga I de paredes finas (em mm), suportando placa de betao

Tabela 7.21: Caracteristicas da viga isotropica de seccao [

Eaco = 200G Pa
Epetao = 26.7GPa

Vaco = Vbetao = 0.3

q = 10 KN/m
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A densidade de carga reflecte o peso da placa. Assim sendo, os principais deslocamentos transversais
méximos encontram-se apresentados na Tabela 7.22; juntamente com os obtidos por Hirst & Yeo(1980)
e Loja (1995).

Tabela 7.22: Deslocamentos transversais maximos(m)

Teoria Hirst Loja(1995) Modelo Modelo
Cléassica & Yeo(1980)  (HSDT) MTT (k= 2) HSDT
0.0050 0.0052 0.0052 0.0050 0.0053

Conforme se pode observar, existe concordancia entre os valores obtidos e os apresentados como
referéncia. Os resultados obtidos por Hirst & Yeo(1980), baseiam-se num modelo de elementos finitos,

que admite corte transversal.
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Vigas rectangulares unicelulares, isotrépica/ortotrépica

Neste exemplo apresentado por Tripathy et al (1994) foi considerada uma viga rectangular unicelular

isotropica. As principais caracteristicas da viga s@o as indicadas na Tabela 7.23.

Tabela 7.23: Caracteristicas de uma viga rectangular unicelular

L=09m
b=02m
baimas = 3.2 mm
h =0.06 m

hbanzosuperim- = 4.8 mm
hpanzoinferior = 0.05 mm
E = 68.67 GPa

v=203

A viga esta sujeita a uma forga a meio vao, cuja intensidade vai variando em multiplos de 443.4N.

Seguidamente apresentamos a evolugao verificada com o modelo HSDT:

Lot Forc¢a /1000 (N). ,  [Modelo Anlitico

i R
st ' Resultado Experimental
6 =1
44
2 A i

W max x 10 (mm)
5 10 15 20 25 30 35 40 45

Figura 7.7: Deslocamento maximo - forga aplicada, viga isotrépica

Conforme se observa do gréafico da Fig.7.7, verifica-se uma boa concordéancia dos resultados obtidos
por Tripathy et al(1994) com o modelo HSDT.
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7.5 Analise DinAmica

Nesta secgao comegamos por apresentar um teste de aferigdo publicado pela revista BENCHmark(1989),
seguindo-se outros exemplos apresentados em artigos diversos das referéncias bibliograficas.

7.5.1 Testes Comparativos

Exemplo padrao de aferigao de resultados - 2

O primeiro teste comparativo que apresentamos é um teste de afericio BENCHmark 1989. Neste

exemplo consideramos uma viga isotropica encastrada-apoiada cujas propriedades sao as indicadas na
Tabela 7.24.

Tabela 7.24: Caracteristicas da viga padrao-2

L=100m
b=20m
h=20m

E = 200 GPa
v=20.3

p = 8000K g/m?

Para a extremidade encastrada verificam-se as seguintes condigoes fronteira:
’U/OZUIO:UO*ZHSZ’U/O*:ﬂzzeg*zo

e para a extremidade apoiada:
’LUO — wO* — ﬁz =0

As frequéncias de alguns modos de vibracdo livre estdo apresentadas na Tabela 7.25, para uma

discreizacao em vinte elementos, sendo que a numeragao dos modos nao é continua.

Tabela 7.25: Viga isotropica. Frequéncias Naturais (Hz).

BENCHmark Loja Modelo Modelo
Modo (1989) (HSDT) MTT HSDT
1 042.65 040.50 039.58 040.17
3 148.31 142.37 143.62 148.76
284.55 275.67 250.00 262.37

Conforme podemos concluir da tabela 7.25 os resultados obtidos apresentam uma boa concordancia

com os apresentados no exemplo padrao.
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Viga ortotropica de secgdo rectangular, unidireccional /simétrica

Neste exemplo consideramos uma viga de sec¢do rectangular, em grafite/epoxy AS/3501-6, conforme
Chandrashekhara et al (1990), cujas propriedades sdo as especificadas na Tabela 7.26.

Tabela 7.26: Caracteristicas da viga ortotrépica de seccao rectangular

b=1in

h=1in

E, =21.0 x 10 psi

E5 = 21.0 x 10° psi

G13 = 0.6 x 106 psi

v13 =0.3

p=0.13 x 10 3eb.s%.in~*

Este caso diz respeito a uma viga simplesmente apoiada, com camadas unidirecionais de 4ngulo 0°.
Os valores obtidos encontram-se na Tabela 7.27, para uma discretizagao de vinte elementos.

Tabela 7.27: Viga ortotropica. Frequéncias Naturais (KHz), L/h=15.

CLT  Chandrashekhara Loja (1995) Modelo Modelo
Modo (1990) (HSDT) MTT(k = 2)) HSDT
1 0.813 0.755 0.755 0.756 0.755
2 3.250 2.548 2.555 2.495 2.496
3 7.314 4.716 4.785 4.536 4.557
4 13.002 6.960 7.201 6.618 6.686
5 20.316 9.194 9.936 8.681 8.825

Os resultados apresentados por Chandrashekhara et al(1990) baseiam-se numa teoria de corte de

primeira ordem. Sendo que os apresentados para a teoria classica pertencem a Vinson & Sierakowski
(1986). Loja (1995) utilizou o modelo HSDT.

De acordo com a tabela podemos verificar que o modelo HSDT e o modelo MTT desenvolvidos

apresentam boa concordéancia com a solu¢ao de Chandrashekhara et al(1990) e com a de Loja(1995).
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Viga ortotrdpica de secgao rectangular, unidireccional

Finalmente neste exemplo apresentamos um exemplo que visa expor a influéncia da razdo entre os
modulos de elasticidade longitudinal F; e transversal Fy. Como tal considerou-se uma viga de secgao
rectangular, em grafite /epoxy AS/3501-6, apresentada por Chandrashekhara et al (1990), cujas prin-

cipais propriedades sdo as especificadas na Tabela 7.28.

Tabela 7.28: Caracteristicas da viga ortotropica de sec¢ao rectangular

b=1in

h=1in

E; = 21.0 x 10° psi

E3 = 21.0 x 10° psi

G13 = 0.6 x 106 psi

vi3 = 0.3

p=0.13 x 13 3eb.s.in~*

Este caso diz respeito a uma viga simplesmente apoiada, com camadas unidirecionais de angulo 0°.

Os valores obtidos encontram-se na Tabela 7.29, para uma descritizagao de vinte elementos.

Tabela 7.29: Razao %Frequéncias Naturais (KHz), L/h=15.

Razao Loja(1995) Modelo Modelo
E1/E3 Modo (HSDT) MTT(k = 2) HSDT
30

1 0.754 0.756 0.753

2 2.552 2.495 2.492

3 4.781 4.536 4.553

4 7.196 6.618 6.684

5 9.928 8.681 8.824
100

1 0.754 0.756 0.744

2 2.550 2.495 2.476

3 4.777 4.536 4.541

4 7.186 6.618 6.667

5 9.911 8.681 8.822

Da observagao da tabela podemos concluir que associado ao aumento de E1/E3 vem uma diminuigao

das frequéncias naturais.
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Viga ortotrépica de secgao rectangular

Consideramos uma viga de sec¢ao rectangular ortotropica, baseada no exemplo apresentado por Dipaket
al.(1994). Dipak utiliza um elemento de nove nos, baseado numa teoria de deformacdo de corte de
ordem superior. Neste exemplo esta viga esta encastrada em ambas as extremidades, apresentando
diferentes sequéncias de empilhamento nao simétricas. As caracteristicas geométricas utilizadas sdo as

apresentadas na Tabela 7.30.

Tabela 7.30: Caracteristicas da viga ortrotépica de seccao rectangular

E; =129.207GPa

F5 = 9.425GPa
G13 = 4.30GPa
v=20.3

p = 1550.06K g.m =3

Os principais resultados obtidos para os modelos desenvolvidos sao adimensionalizados pelo factor:

A
w=wl? |25 1
W=w Bl (7.1)

e apresentados na Tabela 7.31, para uma descritizacao de vinte elementos.

Tabela 7.31: Primeira frequéncia natural

Razio 0/90/0/90 0/30/-30,/0 0/45/-45/0 0/60/-60,0

L/h—60

EBT 49.58 61.88 55.35 51.03
MTT 62.54 87.86 83.11 78.01
HSDT 54.64 87.42 79.96 69.58
Dipak 55.86 77.95 77.05 76.62
Loja 57.87 72.34 65.25 60.73

Através da anélise dos dados obtidos podemos observar uma concordancia entre os modelos calculados

e as solugoes apresentadas por Dipak e Loja.
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7.6 A Ferramenta de Calculo Utilizada

O MATLAB (MATrix LABoratory) é um software interactivo de alta performance voltado para o calculo
numérico. O MATLAB integra analise numeérica, calculo com matrizes, processamento de sinais e
construgao de graficos em ambiente facil de usar. Neste ambiente podemos analisar problemas quase

expressos na sua forma matematica pura, coisa que nao acontece na programacao tradicional.

O MATLAB é um sistema interactivo e user friendly (ex. Fig.7.8), cujo elemento bésico de informagao
¢ uma matriz que nao requer dimensionamento. Esse sistema permite a resolucao de muitos problemas
numéricos em apenas uma fracgao do tempo que se gastaria para escrever um programa semelhante em
linguagem Fortran, Basic ou C. Além disso, as solugoes dos problemas sao expressas quase exactamente
como elas sao escritas matematicamente. No nosso estudo utilizamos precisao dupla em todos os nossos

célculos, Matsumoto(2001).

O Matlab é uma combinagdo de muitas das linguagens mais utilizadas, tais como C, Java e Basic.
Este facto permite a esta linguagem seguir de uma forma muito fiel a maior parte dos aspectos das
linguagens que estiveram na sua origem. Pelo que umas das grandes vantagens do Matlab é a de que um
programador de C ou de Fortran, nao tera grandes dificuldades em se adaptar a esta linguagem, visto
que os codigos-fonte sao muito parecidos, tal como um programador de Java nao tera grande dificuldade

em adaptar-se a construcao de objectos GUI em Matlab.

@ File Edit  Wew Insert  Format  Tools  Daka  Window  Help

i ! 3 - ® -
TAN * X +JF & -Viga lotrdpica de seccdo |, encastrada-Livre
A B C D E
1 |-Viga lotrépica de secg¢do |, encastrada-Livre
2 M _layers: 3
3 | n. De materiais diferentes g
4 Empilhamento material: 1 2 3
5 | Empilhamento teta (graus): 0 0 0
B Z{mm) 20 100 20
7 rectangular 0
g Crprimento(m) 0,28
g Larguralrm) 5,00E-02| 2 00E-02| G,00E-02
Banzo Banzo
10 inferiar Alma Superior
150E+11| 1 00E+11| 5 00E+10
11 El= ' ' ' L/h=2
i Ea= 150E+11( 1 00E+11| 5 00E+1D
13 poil2= D D D
14 poiZ1= 0 0 0
15 poil3= 03 03 03
1B poidl= 03 03 03
17 poiZ3= 0 0 0
18 poidZ= 0 0 0
19 513= 8, 00E+10) 8,00E+10| 8 00E+10D

Figura 7.8: Exemplo de Ficheiro de Imput, User Friendly, desenvolvido para este trabalho com as
ferramentas do Matlab
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7.6.1 O programa Desenvolvido

Os detalhes do Programa densenvolvido para a HSDT encontram-se no Anexo A, sendo que na figura

7.9 podemos observar um digrama de blocos do mesmo.

Inicio do programa

h 4

= Geometria da viga

- Propriedades do material e empilhamento
= Cond. Fronteira

= Carregamento

¥

Calculo das Matrizes: Q, T, A

A 4
Definiciio dos Campos de Deslocamentos
Determinaciio das Maitrizes de Transformacio

Y

Calculo das Matrizes do elemento: y
- Rigidez elastica ®
- DMassas

Cilculo das Mairizes Globais:
- Rigidez elastica
- DMassas

Resolucio das Equacies ge Equilibrio:
Keq.=0Q. ; K.q.=0"M.q,

¥

Saida de resultados e pés processamento para calculo de tensdes

FIM

Figura 7.9: Fluxograma do Programa Desenvolvido com as ferramentas do Matlab

(*) Int. analitica para os termos membrana-flexdo e Int. numeérica para os termos de corte.



Capitulo 8

Conclusoes

Desenvolvemos trés modelos de elementos finitos discretos para a analise estatica e dindmica de vigas
laminadas compositas, baseados em trés teorias diferentes: teoria de corte transversal de alta ordem;

teoria de Mindlin-Timoshenko; teoria de Euler-Bernoulli;

O primeiro destes modelos é o correspondente a uma teoria de deformagao de corte de alta ordem,
admitindo variagoes nao lineares das deformagoes e dos deslocamentos. Os dois outros modelos sao

obtidos com base em simplificagoes tedricas.

O primeiro modelo simplificado é o de Mindlin-Timoshenko. Este modelo admite a existéncia de
deformacoes de corte constantes em cada lamina da viga considerada. O segundo modelo simplificado,
desprezando totalmente a existéncia de deformacao de corte corresponde ao modelo tedrico de Euler-

Bernoulli.

Recorrendo a estes trés modelos fizemos uma anélise estatica e dindmica de quinze vigas onde pre-
tendemos estudar o seu comportamento estando sujeitas a diferentes constrangimentos e situacoes de

carga.

Pela anélise dos casos estudados podemos concluir que é o modelo da teoria transversal de corte
de alta ordem que apresenta os resultados mais proximos dos encontrados na bibliografia consultada,

respeitante a deformacao de vigas multilaminadas espessas sujeitas a constrangimentos.

Para vigas nao espessas os modelos assentes nas teorias de Mindlin-Timoshenko e de Euler-Bernoulli
apresentam solucoes proximas das que encontramos na bibliografia consultada e exigem menor tempo de

calculo, pelo que nestes casos consideramos que nao é necessaria a adopgao de modelos mais complexos.

Na anélise dinAmica de vigas multilaminadas compésitas, sujeitas a diferentes constrangimentos, o
modelo assente na teoria de corte transversal de alta ordem apresentou vantagens relativamente aos
modelos de Euler-Bernoulli e de Mindli-Timoshenko, especialmente para os modos de vibracao livre

mais elevados.
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Durante a realizagao deste trabalho varias aplicagoes foram desenvolvidas na ferramenta utilizada,
Matlab. A sua utilizagao mostrou as potencialidades da ferramenta e aumentou consideravelmente a

velocidade da investigacao desenvolvida, tornando possivel a realizagao deste trabalho em tempo tutil.
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Capitulo 9

Desenvolvimentos Futuros

Alguns pontos podem ainda ser apontados como forma de complementar e melhorar o trabalho aqui

presente:
Extensao dos modelos para contemplar o estudo de vigas adaptativas.

Implementagao da possibilidade de utilizagao de coeficientes de correcgao do efeito de corte, adequa-

dos a cada situacao especifica, no caso do modelo baseado na teoria de Mindlin-Timoshenko;
Possibilidade de considerar a tor¢ao e a curvatura, atendendo & sua importancia em vigas;

Verificagao experimental dos resultados obtidos na analise dindmica para os diferentes perfis estuda-

dos.;
Estudo de estruturas geometricamente mais complexas tais como poérticos;

Estudos no campo da anélise de sensibilidades e optimizagao estrutural;
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Capitulo 11

Anexo A - Codigo do Programa

Desenvolvido

% anadlise estatica para Vigas FEM HSDT
%Iabna Miranda 23abril 2007
clear

%*************************************************************************

A Programa inicial *
A objectivo: ler o ficheiro de excel com a informagdo da viga *
%x calcular a matriz Q , T, A *

%*************************************************************************

Of sk sk sk ok e ok sk sk ok s sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk s ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk o s ok stk s s ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk
%1-ler dados
O ke ok sk o o ok sk sk o o sk ok o sk sk ok ok ok sk sk o o ok sk o o ok sk ok s ok sk sk ok o ok sk o o ok sk sk o o ok sk sk o sk sk ok o ok sk ko

ficheiro_dados=inputdlg(’Ficheiro de Dados’)

%ler_dados

N = xlsread(’computacional.xls’, -1)

N_layers=N(1,1);
mat=N(2,1)

for i=1:1:N_layers
m(i)=N(3,1);
teta(i)=N(4,i)*pi/180;
Z(1i)=N(5,i)*10"-3;
end
if N(6,1)==1

r=1; Jseccao=Rectangular
elseif N(6,1)==2

r=2
end

Comprimento=N(7,1);
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Largura=N(8,1);

for i=1:1:mat
E1(i)=N(10,1);
E3(i)=N(11,1);
poil2(i)=N(12,1i);
poi21(i)=N(13,1);
poil3(i)=N(14,1i);
poi31(i)=N(15,1);
poi23(i)=N(16,1);
poi32(i)=N(17,1);
G13(1)=N(18,1);
d_poi(i)=1-poil2(i)*poi21(i)-poi23(i)*p0i32(i)-poi31(i)*poil3(i)-2*poi21(i)*p0i32(i)*poil3(i);
densidade(i)=N(19,1i);

end

%ok sk sk o ke sk sk sk sk e ok sk sk sk o sk sk ok s ok ok sk sk sk ke ok sk sk s e ok sk sk s e ok sk sk sk s ok sk sk s ke ok sk sk sk e ok sk sk sk s ok sk sk sk sk ke ok sk sk sk ke ok sk ok
%1.2- manipulafo da espessura total
Y sk ke ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk o o ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk o ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk o ok ke ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok
H_total=0;
for i=1:1:N_layers
H_total=H_total+Z(i);

end

H_parcial(1)=Z(i);
for i=2:1:N_layers
H_parcial(i)=H_parcial(i-1)+Z(i)

end

for i=1:1:N_layers
h(i)=H_parcial(i)-H_total/2-Z(1);
end

h(N_layers+1)=H_total/2;

%*************************************************************************

%2-calcular as matrizes constitutivas

%*************************************************************************

%2.1- matriz Q :%preenche a matriz Q no ref de cada lamina
for i=1:1:mat

mat_Q1(1,1,i)=E1(i)*(1-poi23(i)*poi32(i))/d_poi(i);

mat_QLl(1,2,1)=E1(i)*(poi31(i)+p0oi21(i)*poi32(i))/d_poi(i);

mat_Q1(1,3,1)=0;

mat_Q1(2,1,i)=mat_Q1(1,2,1i);
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mat_Q1(2,2,1)=E3(i)*(1-poil2(i)*poi21(i))/d_poi(i);
mat_Q1(2,3,i)=0;

mat_Q1(3,1,1)=0;
mat_Q1(3,2,i)=0;
mat_Q1(3,3,1)=G13(1);

end

%2.2- matriz de transformacio de coordenadas

syms u
mat_T(1,1)=(cos(u))"2;
mat_T(1,2)=0;
mat_T(1,3)=0;
mat_T(2,1)=0;
mat_T(2,2)=1;
mat_T(2,3)=0;
mat_T(3,1)=0;
mat_T(3,2)=0;
mat_T(3,3)=cos(u);

% matriz alternativa que comprova esta parte do cddigo
%syms u

Jmat_T(1,1)=(cos(u))"2;
Jmat_T(1,2)=(sin(u))"~2;
Ymat_T(1,3)=-2*cos(u)*sin(u);
Jmat_T(2,1)=(sin(u))"2;
Jmat_T(2,2)=(cos(u))"2;
Ymat_T(2,3)=2*%cos(u)*sin(u) ;
Ymat_T(3,1)=cos(u)*sin(u);
%mat_T(3,2)=-cos(uw)*sin(u) ;
fmat_T(3,3)=(cos(u))~2-(sin(u))~2;

%2.3- obter a matriz Q n ref da estrutura

for i=1:1:N_layers
u=subs (teta(i));
mat_Q(:,:,i)=subs(mat_T*mat_Q1(:,:,m(i))*mat_T’);
Ymat_Q(:,:,i)=subs(mat_T*mat_Q1(:,:,m(i))*mat_T);

end

%2.4- obter a matriz A
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mat_A(3,3)=0;
for i=1:1:3
for j=1:1:3
for k=1:1:N_layers

mat_A(di,j)=mat_A(i,j)+mat_Q(i,j,k)*(Z(k));
end
end

end

%2.5 obter a matriz B e D

mat_B(3,3)=0;

mat_D(3,3)=0;

for i=1:1:3

for j=1:1:3

for k=2:1:N_layers+1 J, vai desde 2 por causa do k-1, & feita a correcgdo na mat_Q
mat_B(i,j)=mat_B(i,j)+1/2*mat_Q(i,j,k-1)*( ( (bk))~2 -(h(k-1))"2 ) );
mat_D(i,j)=mat_D(i,j)+1/3*mat_Q(i,j,k-1)*( ( (h(k))"3 -((k-1))"3 ));

end

end

end

mat_Q
mat_A
mat_B
mat_D

for i=1:1:2 % separar a matriz Q em Qbm para HSDT
for j=1:1:2

for k=1:1:N_layers

mat_Qbm(i,j,k)=mat_Q(i,j,k);

end

end

end

for i=3 Y, separar a matriz Q em Qs para HSDT
for j=3

for k=1:1:N_layers
mat_Qs(1,1,k)=mat_Q(i,j,k);

end

end

end

65



% andlise estatica para Vigas FEM HSDT
%Iabna Miranda 23abril 2007

%*************************************************************************

Tk Programa inicial *
Tk objectivo: calcular u e w por HSDT *
Tk calcular a matriz K e M *

%*************************************************************************

inicio;

z_neutra=0;

area=0;

for i=N_layers:-1:1

H_parcial (i+1)=H_parcial(i);

end

H_parcial(1)=0;

area_total=0;

% obter as varias larguras das diferentes camadas

for i=1:1:N_layers
Largura(i)=N(8,1i);
% obter a nova linha média somar o offset...
area(i)=Largura(i)*(H_parcial(i+1)-H_parcial(i))
area_total=area_total+area(i);

z_neutra(i)=area(i)*((H_parcial (i+1)-H_parcial(i))/2+H_parcial(i))

end

z_neutra_total=0;
for i=1:1:N_layers
z_neutra_total=z_neutra_total+z_neutra(i)

end

z_neutra_total=z_neutra_total/area_total;
offsetz=(H_total)/2-z_neutra_total;

h=h+offsetz;

n_Elements=20;

%***********************************************************************

%3-calcular a matriz de rigidez do elemento

%**********************************************************************

66



%3.1- definir as matrizes Zbm e Zs

syms z real; % definir as matrizes Zbm e Zs
mat_Zbm=[1 0 z 0 z2 z°3; 01 0 z 0 0];
mat_Zs=[1 z z~2];

%3.2-% calcular o integral interior [D]bm para matriz de rigidez
mat_auxl=zeros(6,6);

for i=1:1:N_layers
mat_auxl=mat_auxl+int(mat_Zbm’*mat_Qbm(:,:,i)*mat_Zbm*Largura(i),z,h(i),h(i+1));
end

mat_auxl=subs(mat_auxl);

%3.3-% calcular o integral interior [D]s para matriz de rigidez
mat_aux2=zeros(3,3);

for i=1:1:N_layers

mat_aux2=mat_aux2+int (mat_Zs’*mat_Qs(i)*mat_Zs*Largura(i),z,h(i) ,h(i+1));
end

mat_aux2=subs (mat_aux2) ;

%3.4-definir a matriz das fungdes de forma

syms f real;

vect=[-9/16%(£+1/3)*(£-1/3)*(£-1); 27/16x(£+1)*(£-1/3)*(£-1); -27/16%(£+1)*(£+1/3)*(£-1);
9/16x (£+1)*(£+1/3)*(£-1/3);1;

mat_N(1,:)=[vect(1) 0 0 0 0 0 O vect(2) 0 0 0 0 0 0 vect(3) 0 0 0 0 00O vect(4) 000 0 0 0;]
mat_N(2,:)=[0 vect(1) 0 0 0 0 0 O vect(2) 0 0 0 0 0 0 vect(3) 0 0 0 0 0 O vect(4) 0 0 0 0 03]
mat_N(3,:)=[0 0 vect(1) 0 0 0 0 0 O vect(2) 0 0 0 0 0 O vect(3) 0 0 0 0 0 O vect(4) 0 0 0 03]
mat_N(4,:)=[0 0 0 vect(1) 0 0 0 0 0 0 vect(2) 0 0 0 0 0 O vect(3) 00 0 0 0 O vect(4) 0 0 0;]
mat_N(5,:)=[0 0 0 O vect(1) 0 0 0 0 0 O vect(2) 0 0 0 0 0 O vect(3) 0 0 0 0 0 O vect(4) 0 0;]
mat_N(6,:)=[0 0 0 0 O vect(1) 0 0 0 0 O O vect(2) 0 0 0 0 O O vect(3) 0 0 0 0 0 0 vect(4) 0;]
mat_N(7,:)=[0 0 0 0 0 0 vect(1) 0 0 0 0 0 0 vect(2) 0 0 0 0 0 0 vect(3) 0 0 0 0 0 O vect(4);]

%3.5- definir a matriz Bbm e Bs
y=2*n_Elements/Comprimento

for i=1:1:4

mat_Bbm(1,:,i)=[diff(vect(i),f)*y 0 0 0 0 O 0];
mat_Bbm(2,:,i)=[0 0 0 O O vect(i) 0] ;
mat_Bbm(3,:,i)=[0 0 diff(vect(i),f)*y 0 0 0 0];
mat_Bbm(4,:,i)=[0 0 0 2*xvect(i) 0 0 O ] ;
mat_Bbm(5,:,i)=[0 0 0 O diff(vect(i),f)*y 0 0];
mat_Bbm(6,:,i)=[0 0 0 0 0 0 diff(vect(i),f)*y];

mat_Bs(1,:,i1)=[0 diff(vect(i),f)*y vect(i) 0 0 0 0 ] ;
mat_Bs(2,:,1)=[0 0 0 0 2*vect(i) diff(vect(i),f)*y 0];
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mat_Bs(3,:,1)=[0 0 0 diff(vect(i),f)*y O O 3*vect(i)];

mat_Bs2(1,:,i)=[0 0 0 0 0 0 0];
mat_Bs2(2,:,1)=[0 0 0 0 0 0 0];
mat_Bs2(3,:,1)=[0 0 0 0 0 0 0];

end

%3.6- Assemblagem da matriz B
mat_Bbml=[mat_Bbm(:,:,1),mat_Bbm(:,:,2),mat_Bbm(:,:,3),mat_Bbm(:,:,4) ];
mat_Bsl=[mat_Bs(:,:,1),mat_Bs(:,:,2),mat_Bs(:,:,3),mat_Bs(:,:,4) 1;

mat_Bszero=[mat_Bs2(:,:,1),mat_Bs2(:,:,2),mat_Bs2(:,:,3),mat_Bs2(:,:,4) 1;

exac=[mat_Bbml; mat_Bszero]
mat_aux3=[0 0 0 0 00 ; 00 0000; 0O00O0O0O0 ;];

%#3.7.1- calcular o integral exterior da matriz de rigidez para Bbm int
%analitica

mat_Ka(:,:)=int (exac’*[mat_auxl,mat_aux3’; mat_aux3,mat_aux2]*exacx. ..
...*(Comprimento/ (2*n_Elements)),f,-1,1);

mat_Ka=subs (mat_Ka) ;

%**********************************************************************

%3.7.2- Integragdo numérica

%**********************************************************************

%3.7.2 - Separar Bs para integragio numérica

% criar Bbm2 a zeros

mat_Bbm2(1,:)=[0 0 0 0 0 0 0];
mat_Bbm2(2,:)=[0 0 0 0 0 0 0];
mat_Bbm2(3,:)=[0 0 0 0 0 0 0];
mat_Bbm2(4,:)=[0 0 0 0 0 0 0];
mat_Bbm2(5,:)=[0 0 0 0 0 0 0];
mat_Bbm2(6,:)=[0 0 0 0 0 0 0];

mat_Bbmzero=[mat_Bbm2(:,:),mat_Bbm2(:,:),mat_Bbm2(:,:),mat_Bbm2(:,:) 1;
exac=[mat_Bbmzero; mat_Bs1]

mat_aux3=[0 0 0000 ; 000000; 000O00O0O0 ;];

%3.7.3- calcular o integral exterior da matriz de rigidez para Bbm int
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%numerica

O=exac’*[mat_auxl,mat_aux3’; mat_aux3,mat_aux2]*exac*...
...*(Comprimento/ (2*n_Elements)) ;
mat_Kn(:,:)=subs(0*0.5555555555,f, -0.7745966692) ;
mat_Kn(:,:)=mat_Kn(:, :)+subs(0*0.5555555555,f, +0.7745966692) ;
mat_Kn(:,:)=mat_Kn(:,:)+subs(0*0.8888888889,f, 0);

Y%mat_Kn=subs (mat_Kn) ;

%3.7.4- Concatenagdo das matrizes de rigidez

for i=1:1:28

for j=1:1:28
mat_K(i,j)=mat_Ka(i,j)+mat_Kn(i,j);

end

end

%**********************************************************************

%4- calcular a matriz de massas

%**********************************************************************

%4.1- % definir a matriz Zm
mat_Zm=[1 0z 0 272 0 z°3; 01 0 z"2 0 z 0];

%4.2-calcular o integral interior da matriz de massas

% mexer aqui para diferentes secgles de viga

mat_Mz=zeros(7,7);

k=2;

for i=1:1:N_layers

mat_Mz= mat_Mz+densidade(m(i))*int (mat_Zm’*mat_Zm*Largura(i),z, h(k-1),h(k));
k=k+1;

end

mat_Mz=subs (mat_Mz) ;

%4.3- calcular o integral exterior da matriz de massa
mat_M= int(mat_N’#*mat_Mz*mat_N*(Comprimento/(2*n_Elements)),f,-1,1);
mat_M=subs (mat_M)
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%b-calcular as matrizes globais KK & MM

% assemblar a matriz de massas e de rigidez calculadas

%***********************************************************************

mat_MM= sparse(28+21*(n_Elements-1),28+21*(n_Elements-1));
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mat_KK= sparse(28+21*(n_Elements-1),28+21*(n_Elements-1));

for i=1:1:28

for j=1:1:28
mat_KK(i,j)=mat_K(i,j);
mat_MM(i,j)=mat_M(i,j);

end

end

if n_Elements>1

for n=2:1:n_Elements

p=28+21*(n-2)-7
for i=1:1:28
for j=1:1:28

mat_KK(p+i,p+j)= mat_KK(p+i,p+j)+mat_K(i,j);
mat_MM(p+i,p+j)= mat_MM(p+i,p+j)+mat_M(i,j);
end
end
end
end

%************************************************************************

yA 6-Guardar as matrizes geradas em ficheiros
% Me.txt, Ke.txt, MM.txt, KK.txt
b HSDT.x1s

%***********************************************************************

Yisavematrix

%hexportexcel

%Condicdes do ensaio

%PZT=0 %0-no PZT

ESQ=2%0-1livre
%l-apioada & teste de afericao de resultados 2
%1.5-teste de afericao de resultados 1

%2-encastrada

DTA=0 %0-livre
%l-apoiada
%1.5-teste de afericao de resultados 1

%2-encastrada
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%7.31-teste de afericao de resultados 2

MEIO=0%1.5-teste comparativo de aferigdo 1

Carga=2 ’%2- no carga
%1- distributed carga

%0-concentrate carga

%**********************************************************************
% 7-ANALISE ESTATICA
% {UY=K~-1*{f}

%**********************************************************************

%7.1-Condig¢des Fronteira-
alldofs =[1:28+21*(n_Elements-1)];
fixeddofs=0

%7.1.1-livre a esq
if ESQ==0

end

%7.1.2-Apoiada a esq
if ESQ==
CondESq =[1 2 4 5 6]; %apoia o primeiro nodo

end

%7.1.2.1-Apoiada a esq o nodo 4
if ESQ==1.5
CondESq =[(3x7+1), (3x7+2), (3%7+4), (3*7+5), (3*7+6)];
%apoia o primeiro nodo

end
%7.1.3-Encastrado & esq
if ESQ==2

CondESq =[1:7]; %encastra o primeiro nodo

end

%7.1.4-1livre a dta

CondDTa=0;
fixeddofs=[CondESq];
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end

%7.1.5-Apoiada a dta

if DTA==1.5

% CondDTa =[(12x7+1), (12*7+2), (12x7+4), (12x7+5), (12%7+6),
c (9xTHL), (9%T+5), (9xT+7)];

CondDTa =[(12*7+1), (12x7+2), (12%7+4), (12x7+5), (12*7+6)];

fixeddofs=[CondESq CondDTa];

end

%7.1.2.1-Teste _Comparativo de afericao 1
if MEIO==1.5
CondMeio =[(8%7+1), (8*7+5), (8x7+7) (7*7+1), (7*7+5), (7T*7+7)]1;
fixeddofs=[CondESq CondMeio CondDTa];

end

%7.1.5-Apoiada a dta
if DTA==
CondDTa =[28+21*(n_Elements-1)-6, 28+21*(n_Elements-1)-5,...
. 28+21*%(n_Elements-1)-3, 28+21*x(n_Elements-1)-2, 28+21%...
...(n_Elements-1)-1 ]; %apoia o ultimo nodo
fixeddofs=[CondESq CondDTal]; %apoia o ultimo nodo

end

%7.1.5-Apoiada a dta
if DTA==7.31
CondDTa =[28+21*(n_Elements-1)-1, 28+21*(n_Elements-1)-3, 28+21*(n_Elements-1)-5];
%analise dinamica
fixeddofs=[CondESq CondDTal; %apoia o ultimo nodo

end

%7.1.6-Encastrado a dta
if DTA==2
CondDTa =[ 28+21*(n_Elements-1)-7 :28+21*(n_Elements-1)]; ‘%encastra o ultimo nodo

fixeddofs=[CondDTa] ;
else

fixeddofs=[CondESq CondDTa];
end

end

%identifica os graus livres

freedofs = setdiff(alldofs,fixeddofs);

%7.2- Vector de Forgas
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mat_F(28+21*(n_Elements-1),1)=0; % vector de forgas tem dimens&o

do numero de graus de liberdade

%7.2.1- Applied force on the -z direction on the last element -z
if Carga==
% mat_F(28+21*(n_Elements-1)-5,1) =100

mat_F(2+27%7,1) =0.256 %7.2.3.2.2
mat_F(2+33%7,1) =0.256 %7.2.3.2.2

Y%mat_F (8%7+2)=-100;
Ymat_F(7*7+2)=-100;

%7.2.1- Applied force on the -z direction on the last element x
% mat_F(28+21*%(n_Elements-1)-6,1) =-10000000

Jmat_F((((28+21*(n_Elements-1))/7)-1)*7/2 -5,1) =10%443.3;
% mat_F((((9+6*x(n_Elements-1))/3)-1)*3/2-1,1) =100 ;
% forgca a meio da viga em z para 20 elements

end

%7.2.2- Carga Distribuida
if Carga==1
pl=1
wp2=1
%p3=1
hp4=1
%P=int ([vect] ’*[vect]*[pl; p2; p3; p4] * Comprimento/(2*n_Elements*3-3), f,-1,1)
%P=int ([vect] ’*[vect]*[pl; p2; p3; p4l, f,-1,1)
%P=subs (P)

%Carga=1 %N/m
Carga=10000

P(1)=Comprimento*Carga/((28+21*(n_Elements-1))/7-1)

for i=0:1:(28+21*(n_Elements-1))/7-1

mat_F(+2+i*7,1)=P(1)+mat_F(+2+i*7,1); %uniformemente distribuida

end

end

% mat_F(fixeddofs)=0;

%7.3- Vector Deslocamentos
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U(freedofs, :)=mat_KK(freedofs,freedofs)\mat_F(freedofs,:);

%U(freedofs, :)=mat_K(freedofs,freedofs)\mat_F(freedofs,:);

U(fixeddofs, :)=0;

U
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% 8-andlise dinamica
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%8.1- Modal Solution:
[mode,lambda] = eigs(mat_KK(freedofs,freedofs),mat_MM(freedofs,freedofs),10,0);

%[mode,lambda] = eig(mat_K(freedofs,freedofs),mat_M(freedofs,freedofs));

% Post-processing:

w_ref sqrt (lambda) ; % Eigenfrequencies in radians/sec

freq_ref w_ref/(2xpi) % Eigenfrequencies in cycles/sec (Hz)

%**********************************************************************

h 9-0UTPUT
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deformadaHSDT;

Y%saveU;

%TIMO;

% andlise estatica para Vigas FEM HSDT
%Iabna Miranda 23abril 2007

%*************************************************************************

YA Programa Tensao *
YA objectivo: sigma_zz, tao_xz *
%x *

%*************************************************************************

%0-preparcdo das variaveis:
mat_Bbm_aux=[mat_Bbm(:,:,1) mat_Bbm(:,:,2) mat_Bbm(:,:,3) mat_Bbm(:,:,4)]

%1-Obtengao das derivadas

for i=1:1:N_layers
Sigma_x(:,:,i)=mat_Qbm(:,:,i)*mat_Zbm*mat_Bbm_aux*U(28+21*(n_Elements-1)-27:28+21*(n_Elements-1))
end

Sigma_x1=diff(Sigma_x,f)

Sigma_x2=diff (diff (Sigma_x,f),f)
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%2-iniciagdo das constantes de integracio
C1=0;

C2=p/H_total;

C3=0;

syms Tao_xz_a

%3-Calculo dos Sumatérios

for k=1:1:N_layers-1
C1=Ci+int(Sigma_x2(1,1,k) ,f,H_parcial(k),H_parcial(k+1))
C3=C3+int(Sigma_x2(1,1,k),f,H_parcial(k),H_parcial(k+1))
Sigma_x2_a=Sigma_x2(1,1,k)+int(Sigma_x2,z,H_parcial(k),H_parcial(k+1))
Tao_xz_a=Tao_xz_a+int(Sigma_x1(1,1,k),z,H_parcial(k),H_parcial(k+1))

end

%4-Express8o final das tensdes

Sigma_z=Sigma_x2_a+C2*H_parcial (N_layers)+C3

Tao_xz=-Tao_xz_a+C1
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